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1 はじめに
機械学習を用いた現象のデータ駆動モデリングは，想定する条件の下で結果を予測する順解析，観

測等から得られる結果から条件を推測する逆解析，現象が従う支配方程式を推測する知識発見などの
様々な場面において成功を収めている．一方で，データ駆動モデルの予測した解がエネルギー保存則
などの物理的要請を満たすかどうかという物理的整合性の問題や，モデルの学習の際に大量のデータ
の準備を必要するデータ量の問題，モデルの学習に用いられる教師データと全く異なる場面における
推論性能を確保できるかどうかという外挿性の問題は，複雑な物理的事象を扱う分野領域での機械学
習の応用に際して解決が望まれる重要な課題である．
このような基礎科学における機械学習応用上の課題に対して，物理的な知見を機械学習に組み込む

ハイブリッド的なアプローチの有効性が近年に提唱され，具体的な手法の提案や応用が進んでいる
[1, 2]．本発表では，このような物理モデリングとデータ駆動モデリングを組み合わせた手法である
Physics-Informed Machine Learning（PIML）について，その概要や具体的な事例，現在の研究課
題などを議論する．

2 PIMLの概要
PIMLは，データ駆動モデルの高速性や柔軟性と，物理モデルの解釈性や外挿性を相補的に利用す

る意図に基づいたアプローチであり，順解析・逆解析・知識発見などの場面における機械学習の利用
に際して，データ駆動モデルの解釈性・物理的整合性の向上，学習データの補完，外挿性能の向上な
どの目的のために用いられている [3, 4]．
PIML の方法では，データ駆動モデリングのプロセスにおける数理モデルの設計や最適化に際し

て，物理的な知見を援用することでモデルの性能を向上させている．Neural Networkの損失関数に
支配方程式の情報を採り入れることで，最適化モデルの出力結果が支配方程式を満たすようにする
Physics-Informed Neural Networks(PINNs)は PIMLの具体的な手法の 1つであり，順解析問題の
メッシュフリーな求解や ill-posedな逆解析問題の求解，部分的なデータからの内挿・外挿などに用
いられている [5]．また，非線形力学系を線形モードの無限級数として表現できるという作用素論の
成果を背景理論として，観測データの有する線形モードに基づいて非線形現象の物理をデータ駆動的
に分析する Koopman作用素論の方法論は，流体場の解析や制御などに利用されている [6]．これら
の方法は，前述のようにデータ駆動モデルに解釈性や外挿性能を与えるだけでなく，求解・解析の可
能な問題領域を拡張しているという点においても大きな科学的意義を有している．

3 PIMLの課題
PIMLは様々な理学的・工学的応用が進む一方で，その数理手法には理論的に未解明な点や課題も

多く有している．PINNsによる微分方程式の順解析を例にとると，簡単な形式の微分方程式であっ

日本応用数理学会 2024年度 年会 講演予稿集 (2024-09-14/16) Copyright (C) 2024 一般社団法人日本応用数理学会

C1-2-1　 [正会員 OS] SciML の理論と応用



ても求解できないケースがあり，その原因は支配方程式に起因する項が損失関数の凸性を低下させ
るために勾配降下法による最適化が機能しないためであることが知られている [7]．また，Koopman

作用素論に基づく非線形現象の解析においては，その背景理論を良い近似で成立させるための一般的
な手続きが確立されておらず，形式的に適用してしまうと現象本来の物理からは離れた結果が得られ
ることに注意しなければならない [8]．
このように，PIMLの方法論は実データへの適用に際してはいまだ大きな課題を有しており，その

解決に向けた研究が盛んに行われている [例えば 9, 10, 11]．具体的な手法の開発・改良とともに，数
理手法としての本質的な理解に向けた理論的検討も今後期待される．
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1 概要

図 1. 収縮破壊パターンの例
（炭酸水酸化マグネシウム粉
末と蒸留水の混合ペースト
の乾燥亀裂）。

収縮によって誘起される破壊は、泥の乾燥亀裂・ガラスの熱収縮による
ひび割れ・塗料のひび割れ・海岸線で見られる溶岩節理など日常的に観測
される現象でありながら、工学的・地球科学的にも興味の対象となる現象
である（図 1）。これらのパターン形成のダイナミクスを理解することは
破壊の予測・制御へ向けた重要な知見となるため、数値計算によるパター
ン形成の再現は必須なタスクとなるが、亀裂幅の空間スケールと系全体の
空間スケールとの間に大きなギャップが存在するために定量的な数値計
算を行うことは計算量的な困難さを伴う。本研究ではこの計算量的困難
さを緩和する可能性のある 1つの方法として、変分エネルギー型物理情報
深層学習に基づいた破壊パターン形成の数値計算方法を提案する。

2 フェーズフィールド法による準２次元収縮破壊パターン形成のモデリング
水平な基盤に吸着した均一な厚さの薄い準２次元線形弾性体の収縮破壊を考える。この弾性体は十

分に薄く、鉛直方向の変位は水平方向の変位に比べ無視できるほど小さいとする。この系を真上から
見下ろした時の弾性体の存在領域を Ωとし、場所 x ∈ R2、時刻 t ∈ R+ の関数として定義される水
平方向の変位場を u(x, t) ∈ R2 とする。さらに領域 Ωにおける非破壊/破壊箇所をフェーズフィール
ドと呼ばれる場の量 ϕ(x, t) ∈ Rで表現し、非破壊箇所で ϕ = 0、破壊箇所で ϕ = 1をとるように設
計する。これら場の量を用いて、系全体のエネルギー E(t)を以下の 3つの項の和で書く。

E(t) =
∫
Ω

dx
[
(1− ϕ)2E+ + E−

]
+

∫
Ω

dx
G

2s

(
ϕ2 + s2∥∇ϕ∥2

)
+

∫
Ω

dx
η

2
∥u∥2. (1)

ここで、∇は空間微分演算子を表す。第 1項は系の変形に伴う弾性エネルギーであり、∇uの関数と
して与えられる E+ と E− はそれぞれ弾性エネルギー密度の膨張部分と圧縮部分を表す。破壊箇所
では (1 − ϕ)2 の寄与により弾性エネルギーが消失することを表している。第 2項は亀裂界面の存在
に起因する表面エネルギーを表し、亀裂界面幅 sを導入して亀裂界面上での表面張力係数 G(x)の面
積分を体積積分に正則化することで得られる。第 3項は基盤吸着に起因する弾性エネルギーであり、
η は抵抗係数である。この系に対して自発的に増大する体積収縮効果を適切に導入すると、第 1項を
緩和しようと系は収縮し始めるが、第 3項の影響で自由に収縮できず、第 1項 2項の競合と G(x)の
不均一性により応力集中が発生し亀裂が発生する。この系を数値計算するためには領域 Ωを亀裂界
面幅 sより十分稠密なメッシュで離散化した上で、変分停留値問題 δE = 0を解く必要がある。しか
しながら、変分問題の解として得られる偏微分方程式 (PDE)は非常に硬い方程式となっており、稠
密なメッシュの必要性と相まって安定的な計算には高い計算コストを要する問題となっている。
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3 変分エネルギー型物理情報深層学習による破壊パターン形成の計算
前述の問題の解消を目的として、本研究ではこの問題を物理情報ニューラルネットワーク (Physics-

informed neural networks : PINNs) [1] で解くことを考える。PINNs は PDE の汎用解法であり、
解をニューラルネットワーク (NN)で表現し、PDEのノルムを損失関数とした NNのパラメータの
最適化により近似解を得る方法である。PINNsは離散化のためのメッシュを必要とせず、計算領域
内の適当な評価点群上で損失関数を小さくすることで効率的な解の近似を可能にする。本研究ではさ
らなる計算効率化のために、変分問題を経由せずに系のエネルギー E を NNパラメータの関数とし
て直接最適化する変分エネルギー型 PINNs (Variational energy based PINNs : VE-PINNs) [2]を
採用する。VE-PINNs は通常の PINNs に比べ NN の微分階数を少なく抑えることができ、微分階
数の増加と共に NNが表現する関数が複雑化し最適化が困難になる PINNs特有の問題を緩和できる
という特徴を持つ。また各場の量を表現する NNの設計として、各場の量は非破壊/破壊箇所をまた
ぐところで急峻に変化しうるため、高波数モードを効率的に表現できるよう、NNの第 1層目で乱択
フーリエ特徴 [3]によるエンコード処理をした上で、Feed-forward NNに結合する。さらにフェーズ
フィールド ϕを表現する NNは、ϕが 0から 1の間の値を取りつつ、一度破壊された箇所は修復し
ないことを考慮するため、適切な出力変換と時間単調増加性を強制する設計をした。

4 結果と今後の課題

図 2. VE-PINNs で計算さ
れた収縮破壊パターン。

本手法で計算されたフェーズフィールド ϕ のスナップショットを図 2

に示す。ここでは、時間に関して線形で増大する等方的な体積収縮効果を
導入し、ランダム場を模擬した NNを表面張力係数 G(x)として与えた。
実際の収縮破壊実験で観測される亀裂パターンによく類似した等方的な
パターンが得られている。表面張力係数 G(x)は亀裂の発生・進展の運命
を決定づける重要な量であるが、実際の実験においてこれを場の量として
直接計測することは困難を極める。本手法は、亀裂パターン・変位場やそ
の他の直接観測可能量のデータを最適化問題へ組み込むことによりデータ
同化法としての拡張が容易であり、既存方法に比べ実装コスト・計算量を抑えることが可能であるた
め、G(x)など直接観測が困難な量の推定を効率的に実行する逆問題解法としての発展が期待される。
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1  Introduction 

 深層学習の手法である neural network (NN)を用いて偏微分方程式(PDE)を解く physics-

informed neural network (PINN)[1]は、機械学習により物理現象を解析する scientific 

machine learning (SciML)の代表例として活発に研究されている。PINNでは微分方程式や初

期・境界条件を損失関数として表現することで、観測データや数値シミュレーションなどの

教師データを用いずに NNを訓練できる。当初は線形ソルバーと同等の解析をより簡単に実現

できる手法として注目されたが、依然として精度や計算時間に課題があり、PINNの有効な活

用方法が模索されている。 

 本講演では地震に伴う地殻変動を扱う。地震は地下の断層がずれ動くことで発生し、地表

に揺れ（地震動）をもたらすとともに、永続的な変形である地殻変動を引き起こす。地殻変

動は、結晶内の格子欠陥（変位不連続）を記述する dislocation modelを地殻内の断層運動

に応用することで、弾性体の境界値問題として定式化される。これまで数値モデリングによ

り震源過程や将来の地震発生ポテンシャルが推定・評価されてきた。以下では地殻変動解析

を通じて PINNの特徴・課題およびその解決について議論する。 

2  Forward Modeling 

 PINNの基本的な適用対象は、方程式系が完全に与えられたもとで求解する順解析(forward 

modeling)である。本講演では 2次元構造における横ずれ断層のモデルとして用いられる反平

面問題(antiplane problem)を対象とする[2]。 

地震時地殻変動においては、次の 4つを構成要素として順問題が指定される：(a)地形（PDE

領域）, (b)弾性特性（PDE係数）, (c)断層（dislocation の形状）, (d)すべり分布（dislocation

の境界条件）。与えられた条件下で、以下の PDE と境界条件からなる方程式系を解く：(1)弾

性体の平衡, (2)断層の変位不連続, (3)断層の法線応力連続, (4)自由表面（地表の法線応力

0）。以上のうち(1)が PDE であり、(2)～(4)は断層および地表における境界条件である。PINN

では各式の残差二乗和を損失関数に定め最小化することで、方程式系の近似解が得られる。

損失関数は形式的には残差二乗和の領域・境界上での積分として定義されるが、実装におい

ては collocation pointと呼ばれる有限個の評価点における和で近似される。 

 実際の解析では、有限断層を記述する dislocation modelに特有の注意が必要である。反

平面問題において dislocation は線上の欠陥として与えられるが、一般に端点に特異性を持

つ（変位の不定性・応力の発散）ため、連続関数を近似する NNでは直接表現できない。そこ

で dislocation に沿って branch cut を持つ極座標系を用いて変位不連続を境界条件に変換

することで、断層近傍を含め変位場を精確に表現できる。また、弾性特性が不連続に変化す

る場合は、各領域を別の NN で近似し接触面に整合性条件を課す領域分割により対応できる。

本講演では、不均質な媒質特性や曲がった地形や断層をもつ地下構造における解析事例を通

して PINNの適用可能性を実証する。 
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3  Surrogate Modeling 

前節の forward modeling により、与えられた地下構造・断層運動による地殻変動を解析で

きる。しかし一般に PINN の訓練は時間が掛かるため、設定条件を変更して多数解析しようと

すると計算量が大きくなり実現が困難である。そこで、流体力学などの応用分野において、

条件を指定するパラメータ（源泉位置・粘性率など）を NNの入力変数とすることで無数の条

件下における解を一度に求める方法が考案された。入力条件に対する補間を行っているので

PINNによる代理モデル(surrogate modeling)と呼ばれる。NNにより連続的な依存性を学習で

きる点は、既存の離散化手法にはない PINNの特長である。 

ただし PINNによる代理モデルは有限次元パラメータに限られ、関数や幾何形状などの無限

次元の対象を NNの入力変数とはできない。本講演では、反平面地殻変動の理論的性質から断

層形状（幾何）とすべり分布（関数）への依存性を有限次元に帰着させることで PINNによる

解析を実現する[3]。具体的には、一様な断層運動に対し断層形状不変性が成立することを提

示し、線形媒質における重ね合わせの原理と組み合わせることで、dislocation potential と

名付ける断層端部の位置のみに依存する物理量を定義する。この dislocation potential を

PINN で解くことにより、任意の断層運動に対する変位場を効率的に計算できることを示す。 

4  Conclusions 

 本講演では地殻変動を対象に PINN による順解析を議論した。PINN は複雑な幾何形状・係

数変化を示す PDE を比較的単純な実装で解析できる利点を有するが、精度や計算時間に課題

がある。そこで PDE係数などのパラメータを NNの入力変数とすることで、異なるパラメータ

値に対し一括解法する代理モデル(surrogate modeling)が注目されている。離散化に基づく

数値ソルバーと異なり、NNによる連続表現を用いるため無限個の解を一度に学習することが

できる点が PINNの優位性である。 

 代理モデルは有限次元パラメータ（位置・強度など）を扱えるが、無限次元の対象（幾何・

関数など）は NNで直接表現できない。本講演では、地殻変動の理論的性質を用いて断層形状

（幾何）・すべり分布（関数）を有限次元の断層端位置に帰着させることで、PINNにより任意

の断層運動に対する地殻変動を高速に推論できることを示した。このように PINNの一般理論

と応用分野の領域知識を組み合わせることで、従来手法にはない効率的な解法を実現できる

と期待される。 
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アイコナル方程式に基づく地震波到達時間計算の物理情報深層学習におけるスペクトルバイアス
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1 はじめに
地震計に記録された地震波の到達時刻から震源位置の推定を行う震源決定問題は、地震学において
重要な解析である。震源決定は、地下の地震波速度を既知として、地震波の波面の伝播を記述するア
イコナル方程式を基礎方程式とした非線形逆問題として取り扱われることが多い。この場合、震源か
ら観測点までの地震波到達時間（走時）の繰り返し計算が必要となる。アイコナル方程式の数値解法
として Fast marching法 [1]などが用いられることが多い。一方、震源決定時の計算コスト軽減のた
め、機械学習手法、特に深層学習を用い、興味のある範囲内での任意の震源・観測点間の走時を出力
する代理モデルを作成するという手段も考えられる。特に、支配方程式からの拘束を学習に取り込め
る Physics-informed neural network（PINN、物理情報深層学習）[2]は、数値計算の結果などに基
づくラベル付き学習データの準備なしに代理モデルを作成できる点で有効である。しかし、原著論文
にて提案される全結合ニューラルネットワーク（NN）を使用した PINNには、解を表す関数のうち
短波長成分の学習が困難となるスペクトルバイアス（Spectral bias）[3]という問題が内在する。本
稿では、走時計算に対する PINN学習の概要、スペクトルバイアスの概要と、その対処のための検討
内容について紹介する。
2 アイコナル方程式に基づく走時計算のPINNによる代理モデル
アイコナル方程式は波面の伝播を表現する方程式であり、発振点と受振点位置により決まる走時の
空間勾配と速度構造を結び付ける：

|∇T (x,xs)|
2 =

1

v2(x)
, ∀x ∈ Ω (1)

T (xs,xs) = 0, (2)

ここで、Ωは R
d 領域、dは空間次元数、T (x,xs)は発振位置 xs から x までの走時、v(x)は Ωで定

義される速度構造、∇は勾配である。2番目の式は点震源の満たすべき条件を表す。発振点での特異
性を避けるため、T (x,xs) = T0(x,xs)τ(x,xs)（ただし T0(x,xs) = |x− xs|）と分解する。これに
より (2)式は自動的に満たされる。
τ−1(x,xs)を近似する NNを fτ−1(x,xs,θ)を導入する（[4]など）。θ は重みパラメータである。

PINNでは、この NNを訓練するのに、Ωを十分にカバーする点群（Collocation points, CP）にお
ける (1)式の残差からなる損失関数を用いる。xs を固定する場合には、

L(θ) =
1

Nc

Nc
∑

i=1

(

v(x(i)
c )−

1

|∇fT (x
(i)
c ,xs;θ)|

)2

, (3)

ここで xc、Nc、iはそれぞれ、CPの座標、個数、インデックスである。さらに、学習時に xs も発振
点の候補範囲からランダムサンプルすることで、範囲内の任意の発振位置に対する走時を学習する。
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損失関数の最小化により得られた θ
∗ = arg min

θ

L(θ) による T0(x,xs)/fτ−1(x,xs,θ
∗)は、候補範

囲内での発振点から Ωにおける任意の受振点までの走時計算の代理モデルとして機能する。
3 スペクトルバイアスと対処方法
原著論文である [2]をはじめ、PINNの多くの例では全結合 NNが扱われる。しかし全結合 NNに
ついては、学習対象の関数における長波長成分に比べ、短波長成分の学習が遅く、しばしば学習自体
に失敗するスペクトルバイアスが知られている。スペクトルバイアスは、無限に幅広い NNの挙動が
カーネル法に近似できるという考えに基づいたNeural tangent kernel（NTK）の解析から、NTK

のグラム行列の固有値の急激な減衰という形で示される。震源決定においては、ある程度の地震は観
測点をカバーする広い領域の地震波速度構造を対象し、その地震波速度は浅部で局所的に急激に遅く
なる領域を含む場合があるため、PINN代理モデルの作成の際にスペクトルバイアスへの対策を講じ
る必要がしばしば生じる。
本研究では、スペクトルバイアスの対策として、Fourier feature embedding[3]を導入した。この
方法では、入力座標 x、xs を全結合 NNに渡す前に、三角関数を用いて高次元の Fourier 空間へと
マッピングする。これにより、元の入力空間での高周波数（短波長）成分が強調された学習が可能と
なる。さらに、モデル化対象領域を分割し、それぞれの小領域に個別の PINN学習を行うことによる
スペクトルバイアスの軽減も試みた。これは、各 NNの対象とするモデル領域を小さくすることで、
局所的な地震波速度の変動のスケールを相対的に大きくし、問題をより直接的に解決しようとするア
プローチである。これら二つの対策の組み合わせにより、スペクトルバイアスの影響が、PINN代理
モデルに基づく震源決定の精度に致命的な影響を与えない程度まで小さくなったことを、数値実験を
通じて確認した。
4 おわりに
Fourier feature embeddingと領域分割により、アイコナル方程式に基づく地震波到達時間計算の

PINN 代理モデル作成におけるスペクトルバイアスへの対処を試みた例について紹介した。ただ、
NNを多数（著者らが取り組んだ南西日本での例では 36個）導入する必要のある領域分割は、学習・
推論ともに効率が悪くなるため、一時的な対処方法とみなすべきである。今後、より優れた特徴量埋
め込み手法を取り入れ、単一の NNだけを用いたより効率的な対処法を模索する。
　
謝辞 この研究は JSPS科研費（課題番号 24H01042）の助成を受けました。また、JAMSTECの地球シミュ
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