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1 はじめに
固体構造の動的問題における時間方向の離散化において，陽解法は条件付き安定ではあるが非線形

問題においても近似方程式は線形となり，基本的に Newton法のような非線形反復計算が必要なく，
ロバストな計算手法として用いられることが多い．一方，陰解法では無条件安定な手法が存在する
が，非線形問題では近似方程式は非線形方程式となる．この非線形方程式に対しては，反復計算を用
いるか，線形化した近似方程式を解き非線形性から生じる残差は次のステップで解消されるような手
法が用いられる．このような陰解法は，問題により非線形性に起因して計算が停止することがある．
精度に関しては，一般に同じ時間刻みを設定した場合，陽解法が陰解法より誤算が小さいことが知ら
れている [1]．本研究では，高精度でロバストな陽解法を基本とした時間積分を考える．
固体構造の動的問題を波動現象と捉えると，ベクトル場に対する支配方程式として記述された問題

であり，一般に複数の波動伝播速度が内在することとなる．また，時間積分の数値安定性は波動伝播
速度に対するクーラン数により評価することができる．弾性体の問題においては．体積変形の伝播を
表す P波と等容変形の伝播を表す S 波に対して，それぞれ異なる波動伝播速度を有することが知ら
れている [2]．特に微圧縮性材料においては，P波速度は S波速度より数倍以上大きくなる．このよ
うな問題に陽解法を適用すると，時間刻みは P波速度を基準としては設定することとなるが，支配
的な変形は等容変形であり，等容変形に対しては過度に小さい時間刻みを用いることとなる [3]．同
様に，面外せん断変形を考慮したMindlin板の問題に陽解法を適用した場合，面外せん断変形に対応
する波動伝播速度が数値安定性を支配し，主要な変形である曲げ変形に対しては過小な時間刻みを設
定することとなる [4]．
このような問題に対して，筆者等は混合型有限要素法に基づく分離型時間積分法を提案した [3]．

この手法では，混合型定式化として応力等を独立変数として導入し，拘束条件付き問題に対する時間
積分法を拡張したアルゴリズムを構成する．伝播速度が速い変形成分について独立変数を導入すれ
ば，伝播速度が速い変形成分については陰解法，それ以外に対しては陽解法として機能するものとな
る．これにより，現象に対して適切な時間刻みを設定しつつ数値安定性を確保した手法が得られる．
本研究では，この手法を様々な問題に適用可能な新しい時間積分の枠組みとして議論する．

2 分離型時間積分
動的問題の支配方程式を混合型定式化として記述する．一般化変位 u と対応する一般化速度 v お

よび陰的に評価する変形モードに対応する一般化応力 S を独立変数として，支配方程式を以下のよ
うに表す．

v =
∂u

∂t
, M

∂v

∂t
= DeC̄(u) +DeS̃, S̃ = C̃(u) (1)

ここで， M は一般化速度から対応する運動量に変換する行列， De はつり合いに関する微分作用
素，C̄(u) と C̃(u) はそれぞれ陽的に評価される変形モードに対応する一般化応力の成分と陰的に評
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価される一般化応力 S に対応する成分を変位から求める関数である．このとき， C̄(u) + C̃(u) に
より一般化応力の全成分が与えられるものとする．
このように定式化された方程式に対して，Rattle法 [5]を拡張して得られた分離型時間積分 [3]を

適用すると，半離散化方程式として２ステージのアルゴリズムが次のように得られる．
［ステージ１］

vn+
1
2 =

un+1 − un

∆t
,

2

∆t
M

(
vn+

1
2 − vn

)
= DeC̄(un) +DeS̃1

S̃1 =
1

2

{
C̃(un) + C̃(un+1)

}
− ∆t

2
C̃(vn)

(2)

［ステージ２］

2

∆t
M

(
vn+1 − vn+

1
2

)
= DeC̄(un+1) +DeS̃2, S̃2 =

1

2

{
C̃(un) + C̃(un+1)

}
− ∆t

2
C̃(vn+1)

(3)

ここで，上付き n，n+ 1はそれぞれ時刻 tn，tn+1 における近似値を表す．また， ∆t = tn+1 − tn

は時間刻み，vn+
1
2 は nステップと n+1ステップの中間の時刻における一般化速度である．ステー

ジ１では，n+ 1ステップにおける一般化変位を，ステージ２では n+ 1ステップにおける一般化速
度を決定している．また，この時間積分は，陰的に評価する変形モードに対しては無条件安定な陰解
法，それ以外の成分については陽解法である Verlet法として機能する [4]．

3 適用例
微圧縮弾性体の場合は，圧力を一般化応力 として本手法を適用すると，体積変形に対して陰解法
として機能し，数値安定な時間刻みは等容変形の波動伝播速度である S波速度で決定されることとな
る [3]．また，集中化質量行列を用いてステージ 1において vn+

1
2 と un+1 を ，ステージ 2において

vn+1 を消去すると，圧力自由度のみの連立 1次方程式が得られる．このときの係数行列は通常の有
限要素法と類似な疎行列となる．
面外せん断変形を考慮する Mindlin 板の問題の場合では，面外せん断応力を一般化応力に選ぶこ

とで，伝播速度の速い面外せん断変形に対して陰解法とする．このとき，提案手法における安定な時
間刻みは，分散性を有する曲げ変形の伝播速度で決定される [4]．
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1 問題と背景
確率微分方程式 (以下 SDEと記す)

X(t, x0) = x0 +

∫ t

0

V0 (X (s, x0)) ds+
d∑

i=1

∫ t

0

Vi (X (s, x0)) ◦ dBi(s) (1)

で定義される拡散過程 X(t, x0) と f : RN → R に対し期待値 E [f (X(t, x0))] を数値的に求め
ることを SDE (1) の弱近似問題という。ここで x0 ∈ RN、V0, V1, . . . , Vd ∈ C∞

b (RN ;RN ) とし、(
B1(s), . . . , Bd(s)

)は d次元標準ブラウン運動を、◦dBi(s)はストラトノビッチ積分を表す。

2 離散化と積分
弱近似計算に対する数値的手法は、確率論的手法と偏微分方程式による手法に大別される（[11]参
照）。本報告は前者に関するものである。確率論的手法とは、区間 [0, T ]の分割 0 = t0 < · · · < tn =

T を考え、 {X(t, x0)}0≤t≤T を分割上で近似する確率変数列
{
X̂(n)(ti, x0)

}
i=0,1,...,n

を構成 (離散

化)し、E [f (X(t, x0))]を E
[
f
(
X̂(n)(t, x0)

)]
により近似するものである。ここで生じる近似誤差∣∣∣E [f (X(t, x0))]− E

[
f
(
X̂(n)(t, x0)

)]∣∣∣が、離散化誤差と呼ばれるものである。離散化誤差が n−p

のオーダーで抑えられるとき、 この離散化を p次の離散化であると呼び、 p ≥ 2であるような離散
化手法を高次離散化手法と呼ぶ。広く知られているオイラー・丸山法は 1次の離散化手法である。楠
岡 [1]は、 多次元ブラウン運動で駆動される一般の SDEに有効な高次離散化の枠組みを示した。こ
の枠組みはマリアバン解析と自由リー代数を基づくもので、 楠岡近似、 あるいはウィーナー空間上
のキューバチャー法と呼ばれる。高次離散化手法を用いることで、 誤差を一定に抑えるために必要
な分割数 nを減らし、その許容誤差の下で E

[
f
(
X̂(n)(t, x0)

)]
を計算するための計算量を減らすこ

とができる [5, 8, 4, 6]。
一般に確率論的手法を実装する際、 離散近似する確率変数列

{
X̂(n)(ti, x0)

}
i=0,1,...,n

を離散確率
変数で構成するか連続確率変数で構成するかの 2通りの方法が考えられる。離散確率変数で構成する
場合には近似確率変数列

{
X̂(n)(ti, x0)

}
i=0,1,...,n

の台の数が時間分割数 nに関して指数増大するこ
とが問題となる。

3 再結合測度法
再結合測度法 [3]はこの高次離散化を与える離散確率測度を高次離散化の性質を保ったまま、より

小さな台の離散確率測度に変換する手法である。チャカロフの定理 [10] によりこの様な変換の存在
が保証される。[3]では、各時刻 ti での近似確率変数 X̂(n)(ti, x0)の台を、端布集合 (patch)と呼ば
れる排他的な部分集合の和に分け、各端布集合の上に局所化された測度に対して再結合測度法を適用
することによって、離散化の精度を保ったまま近似確率変数列の台の指数的増大を防ぐことが可能な
ことを示した。報告者は [7]において、2次、 3次の楠岡近似アルゴリズム [8, 9] を離散確率変数を
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用いて実装する場合に、再結合測度法が有効である場合があることを数値的に示した。またこの結果
から、 実装方法に応じて、 近似誤差の挙動が変化することが観察された。

4 本報告の貢献
本報告では、 [3]の理論をもとに理論を拡張し、実用可能な再結合測度法のアルゴリズムを提示し、

その数値挙動を示す。とくに、V0 . . . , Vd に UFG条件と呼ばれる仮定のみをおいた場合にも、理論の
仮定を満たす端布集合の構成アルゴリズムを示す。ここで、劣リーマン幾何学の結果が有用となる。
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連続時間確率制御に対する数値解法の
ポートフォリオ最適化への応用
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1 はじめに
本研究は、運用開始時に設定した運用目標額を各時刻で下回るリスクを最小化するポートフォリオ
戦略について、連続時間確率制御の枠組みを用いて定量的に解析することを目的とするものである。
先行研究 [1]では資産価格モデルとして多資産 Black-Scholesモデルを採用し、空売り禁止およびレ
バレッジ制約を満たす最適ポートフォリオ戦略を数値解法により求めた。本講演では、上記をベース
に金利モデルを固定利率モデルから確率モデルへ拡張した場合の数値解析結果について報告する。

2 市場モデル
フィルター付き確率空間 (Ω,F , {Ft}t≥0 ,P) にて W = {Wt}t≥0 を n 次元標準ブラウン運動、

B = {Bt}t≥0 をW と独立な 1次元標準ブラウン運動とする。また、tは時刻を意味し、t ∈ [0, T ]と
設定する。無リスク金利を r = {rt}t≥0 と表記し、Hull-Whiteモデルに従うものとする。

drt = (θ(t)− αrt) dt+ η(t)dBt.

ここで、α ∈ R、 θ, η : [0, T ] → R は確定的関数である。投資対象資産は無リスク資産 1種と危険資
産 n種とし、それぞれの時刻 tにおける価格を S0

t と Si
t , i = 1, 2, · · · , nと表記し以下の確率微分方

程式（SDE）に従うものとする。
dS0

t

S0
t

= rtdt,

S0
0 = s00 > 0,


dSi

t

Si
t

= bi(t, rt)dt+
m∑
j=1

σij(t)dW
j
t + νi(t)dBt, i = 1, · · · , n

Si
0 = si0 > 0

ただし、b : [0, T ]× R → Rn, σ : [0, T ] → Rn×n は確定的関数である。

3 ポートフォリオ最適化問題
時刻 tにおける第 i資産に対するポートフォリオ・ウェイトを πi

t を表記し∫ T

0

(
πi
s

)2
ds < ∞, πi

t ≥ 0,

n∑
j=1

πj
t = π̄, i = 1, 2, · · · , n

を満たす確率過程として定義する。ここで、2番目の条件は空売りの禁止、3番目の条件はレバレッ
ジに上限を課す制約条件である。このとき、時刻 tにおけるポートフォリオの価値Xt は以下の SDE

に従う。

dXt

Xt
=

n∑
i=1

πi
t

dSi
t

Si
t

+

(
1−

n∑
i=1

πi
t

)
dS0

t

S0
t

, X0 = x0.
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投資パフォーマンスは運用目標額 f(t) と Xt の差を引数とする単調減少関数 Ψ により計測する。
そして、パフォーマンス評価基準 J と価値関数 Vt を次のように定義する。

Jπ
t (x) = E

[
1

2
Ψ(f(T )−XT ) +

1

2T

∫ T

t

Ψ(f(s)−Xs)ds

∣∣∣∣∣Xt = x

]
.

Vt(x) = inf
π

Jπ
t (x),

このとき、Vt は以下の Hamilton-Jacobi-Bellman(HJB)方程式を満たす [2]。

∂tVt(x, r) + min
π

{L π
t Vt(x, r)} = 0, VT (x, r) =

1

2
Ψ(f(T )− x) (1)

ただし、L π
t は確率過程 (X, r)⊤ の無限小生成作用素で ϕ : R → Rに対して

L π
t ϕ(x, r) =

(
r + (b(t, r)− r1)

⊤
π
)
x∂xϕ(x, r)

+
1

2
x2π⊤ (σ(t)σ(t)⊤ + ν(t)ν(t)⊤

)
π∂xxϕ(x, r) + (θ(t)− αr) ∂rϕ(x, r)

+
1

2
η(t)2∂rrϕ(x, r) + xη(t)ν(t)⊤πt∂xrϕ(x, r) +

1

2T
Ψ(f(t)− x)

である。この HJB方程式を解くことで価値関数および最適戦略（の候補）が得られる。

4 数値解法
HJB 方程式 (1) に含まれる π に関する最小化問題は二次計画問題とみなすことができる。しか
し、課せられた制約条件により π を解析的に求めることは困難である。そこで、本研究ではカーネ
ル選点法により数値的に価値関数と最適戦略を算出する。この方法では tk = kh, k = 0, · · · , N ,

h := T/N , ξki ∈ R, x(j) ∈ R2 として、偏微分方程式の解 V をカーネル関数 Φを用いて

Vtk(x, r) ≃
M∑
i=1

ξki Φ(x, r ; x
(i))

により近似する。計算方法の詳細は講演スライドおよび [1, 3]などを参照されたい。

講演スライドのオンライン共有
講演当日は https://tus.box.com/v/IedaJsiam2024 にて講演スライドを共有します。

謝辞 本研究は JSPS科研費 JP23K16843 の助成を受けたものです。
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1 概要
時系列データに対して力学系の複雑さを特徴づけるために，順序パターン (ordinal pattern)[1]を

用いて位相的エントロピー [2]を推定する手法がいくつか提案されている [3, 4]．しかし，2次元以上
の力学系に適用する際に，位相的エントロピーの推定に必要な順序パターンの個数を適切に見積もる
ことが難しいという課題がある．本研究では，順序分割ネットワーク (ordinal partition network)[4]

に着目し，このネットワークを構成する際に順序パターンの長さを動的に調整する手法を提案し，そ
の有効性を数値実験により確かめる．

2 提案手法
2.1 順序分割ネットワークを用いた手法の課題

本研究では，比較的低次元の力学系に適用可能な数値計算法として，順序分割ネットワークを用い
た手法 [4] に着目する．この手法は，ウィンドウサイズ m の順序パターン間の遷移行列を構成し，
その最大固有値の対数を位相的エントロピーとして推定する．Hénon写像 (a = 1.4, b = 0.3)に対
して，ある 1つの初期値から写像を N = 105 回反復させて得られる軌道に対して m を変化させた
ところ，図 1aを得た．これを見ると，x 軸と y 軸の両方の順序を考慮した場合は m ≈ 14，x 軸の
み，または y 軸のみの順序を考慮した場合は m ≈ 24，25 において先行研究 [5, 6]で得られた位相
的エントロピーの推定値 h = 0.465 と比較的近い値をとるが，m がこの値よりも小さい場合は過大
に，逆に m が大きい場合は過小に推定していることがわかる．
以上の問題の原因を探るために，m = 5, 10, 15, 20 について順序パターンと記号力学系の記号
列 [5]との対応関係を調べた結果を図 1bに示す．図 1bを見ると，m = 5, 10, 15 では 2個以上の記

(a) Hénon写像に対する順序分割ネットワーク [4]

を適用して推定された位相的エントロピー．X は
x 軸に沿った順序，Y は y 軸に沿った順序，X Y

は x 軸と y 軸の両方の順序を考慮している．赤波
線は位相的エントロピーの推定値 h = 0.465.

(b) Hénon 写像に対する順序パターンと記号列
の対応関係．(上パネル) 横軸: x, 縦軸: y, 点の
色は，各点の順序パターンに対応する記号列の個
数 (1個または 2個以上)． (下パネル) 横軸: 順序
パターンに対応する記号列の個数, 縦軸: 頻度．
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号列が対応するケースが多く，m = 20 では 1個の記号列が対応するケースが多いことがわかる．

2.2 順序パターンの再分割に基づく手法

図 2: 提案手法による位相的エントロ
ピーの推定値.

以上の考察を踏まえて，1 つの順序パターンに対し
て 2 個以上の記号列が存在する場合についても，順列
パターンの個数を適切に見積もるために順序パターン
を再分割する手法を提案する．順序分割ネットワーク
A = (aij) (aij ∈ {0, 1}) が得られているとして，新た
な順序分割ネットワーク A′ = (a′ij) を以下で定義する:

A′ = (a′ij) =

⎧⎪⎨
⎪⎩
(
1 0

0 0

)
(aij = 1),

0 (aij = 0).

(1)

式 (1)の aij = 1 の場合の 1行 1列の成分 1 は，スラ
イド幅 τ で隣接するする時系列の点間の接続を表し，それ以外の要素 0 は接続していないことを表
す．こうして得られた A′ に対して，位相的エントロピーをその最大固有値の対数 log λmax(A

′) で
推定する．Hénon写像に対して τ = 1 の場合に推定した結果を図 2に示す．m = 12 から 15 まで
の推定値はおおよそ h ≈ 0.482 と推定されており，先行研究での推定値と比較的近く推定できてい
ることがわかる．

3 まとめ
本稿では，順序パターンの再分割に基づき位相的エントロピーを推定する手法を提案し，その有効

性を数値実験で確かめた．今後の課題として，収束性の改善，計算時間の削減などが挙げられる．
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