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1 概要
リザーバーコンピューティングと呼ばれる機械学習手法が決定論的ダイナミクスの時系列モデリ

ングに有効であり [1]、時系列予測や力学系構造の再現性 [2, 3]についても明らかになってきている。

現実の現象のデータを学習する場合を考えると、準備できるデータが少ない場合やデータに偏りがあ

る場合が多くある。本講演では周期軌道を用いて偏った学習データを生成し、構成される機械学習モ

デルへの影響についてアトラクターや不変密度分布等の再現性に注目して明らかにする [4]。

2 リザーバーコンピューティングの概要
力学系 dφ/dt = f(φ) の変数 u = h1(φ) ∈ R

M について考える。この変数はある時刻までは既知

とし、入力 u(t) に対して出力が u(t+∆t) となるように u(t) と u(t+∆t) の対応関係を決定する。

∆tは時間発展の時間ステップである。リザーバーコンピューティングではニューラルネットワーク

を用いるが、従来の機械学習とは異なりニューラルネットワークそのものは学習しない。このため学

習のために要する計算量が極めて少ない事が特徴である。これによりニューラルネットワークの次元

を増やすことに注力することが可能になり高い表現力が実現できているため、複雑な挙動を示すダイ

ナミクスであってもそれが決定論的であるならばこの機械学習手法が有効である。

3 結果
ローレンツ方程式 ẋ = −10x + 10y, ẏ = −xz + 28x − y, ż = xy − 8z/3について考える。学習

データに偏りのある場合に、得られる機械学習モデルがその偏りの影響をどのように受けるかを明ら

かにする。考察を行いやすくするために不安定周期軌道を学習データとして用いた。以下で登場する

周期は対応するポアンカレ写像の整数値周期を表す。学習の詳細については [4, 5]を参照されたい。

図 1. 周期 9 までの周期軌道のデータセットから中心 (42, 36.2) で半径が 1 の円 B1(42, 36.2) の内部を通るものを除外して
得た周期軌道のデータセット (左) とそれを学習して得た機械学習モデル (右) のリターンプロット (zn, zn+1) をそれぞれ描
いた。ただし、zn は z 変数の極大値を意味する。円 B1(42, 36.2)も書いた。学習データには円の内部の情報は無いが、構成
した機械学習モデルはその円の内部の情報を再構成できている (図は [4]Fig.3引用)。
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周期が 9 までの周期軌道のデータセットを準備し、その周期軌道のうち (zn, zn+1) 上で中心

(42, 36.2) で半径 1 の円 B1(42, 36.2) の内部を通過する周期軌道を除いた周期軌道リストを作成す

る。この周期軌道リストをすべて学習し機械学習モデルを構成する。図 1 に学習に用いた周期軌道

のリターンプロットと、これを学習して得た機械学習モデルのリターンプロットをそれぞれ描いた。

モデルが円 B1(42, 36.2)内の情報を再構築していることがわかる。

講演では短い周期の周期軌道のみを学習して正解のカオス的振る舞いを再構築する様子や、一部の

データを過剰に学習した場合の機械学習モデルに与える影響についても言及する。
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1 はじめに
生物の脳では，神経細胞であるニューロンが互いに複雑に接続し，神経回路網を形成している．こ

の神経回路網における情報処理の様子を数学的に表現したモデルの一つにリザバー計算がある．リザ
バー計算は一般的に，入力層と中間層，出力層から成り，中間層でのニューロンの結合を許す．そし
て，パラメーターの調整（学習）を中間層から出力層への重みだけに適用するモデルのことをいう．
特に，リザバー計算の中間層を一つの力学系と考えることにより，中間層を物理現象に置き換えた物
理リザバー計算が提案されている．例えば中嶋ら [1]によって，タコ腕に模したソフトマテリアルを
用いた物理リザバー計算，また野津ら [2]によって，円柱後方の流体の流れを用いた物理リザバー計
算，そして香取ら [3]によって，マウスの脳の神経細胞を用いた物理リザバー計算が提案されている．
本研究では，化学反応によって生物の脳で行われているような時系列の学習や予測を再現できるかを
調べるために，酸化還元反応が周期的に起こる Belousov Zhabotinsky（BZ）反応を用いた物理リザ
バー計算を提案する．BZ反応モデルの分岐パラメーターを調整することで，単純な周期的な時系列
やカオス的な時系列が有限時刻でおおよそ近似及び予測できることを発表する．
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(a)Echo state network (b)BZリザバー計算のモデル
図 1. リザバー計算と BZリザバーの概念図．I(t)は入力，d(t)は出力を表す．

2 数理モデリング
この章では，BZ 反応を中間層に置いたリザバー計算の数理モデルについて説明する．シャー
レ Ω := (0, L)2 上で進行する BZ 反応を考える．時刻 t > 0，位置 x ∈ Ω 上の亜臭素酸の濃度を
u = u(x, t)，セリウムイオンを z = z(x, t)，臭化マロン酸の濃度を v = v(x, t)とおき，以下の反応
拡散系を考える． 

du

dt
= du∆u+ F (u, z, v),

dz

dt
= dz∆z +G(u, z, v, γ, {χi}i), Ω× {t > 0},

dv

dt
= dv∆v +H(u, z, v).

(1)
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図 2. 学習及び予測タスクの数値計算結果．GF モデルのパラメーター kf = 2.633 × 10－ 3． それ以外 [4] に同じ．
du = 1, dz = 0.6, dv = 1.

ここで du, dz, dv は拡散係数であり，非線形項 F,G,H は Györgyi と Field によって提案された
3 変数系の BZ 反応の数理モデル (GF モデル) によって与える [4]．境界条件は斉次 Neumann 境
界条件を課す．BZ 反応は光照射によって酸化状態が抑制されることが知られており，学習に用
いる教師データの入力や出力の逆投影を光照射で行うことにする．このために，光が照射される
領域を中心を (li,mi)，半径を r > 0 とする円 Ωi で与え，Ωi で値をもつ特性関数を χi で定義す
る．教師データ γ(t)は Ωi で値を持つように非線形項に組み込む．シャーレ Ω上から格子状に点列
{x}Ni=1, (N ∈ N)をとり，その点列上の uまたは zの濃度を一つのニューロンに見立てる (図 1(b))．
u(t) := (u1, . . . , uN )T (t) := (u(x1, t), . . . , u(xN , t))T (T は転置を表す)とし，中間層から出力層の
重みをW out := (W out

1 , . . . ,W out
N )とおいて，出力をW outu =

∑N
i=1 W

out
i ui で与える．これを用

いて，各時間ステップで教師データと出力が等しくなるように学習を行う：

W outu(tj) = γ(tj), j = 0, . . . ,∃ M.

この連立方程式からW out を導いた後，教師データ γ(tj)と出力W outu(tj)を見比べて，学習が成
功したか近似精度を検証する．学習が成功した場合は，(1)の γ をW outuに置き換えて，自律系で
も教師データに近い時系列が出力できるか，つまり時系列の予測ができるか調べる．

3 数値計算結果
教師データ γ をMackey-Grass方程式の解で与え，(1)のリザバー計算で学習及び予測ができるか
を検証した．図 2がその数値計算結果である．カオス的な時系列に関して，有限時刻まである程度の
精度で近似及び予測できることがわかった．

4 まとめ
BZ反応を駆動力とした物理リザバー計算の数理モデリングを行った．今後は本モデルの数理的な
構造や，学習が可能となる条件を調査していく予定である．
謝辞 本研究は，科研費 (課題番号:21H03512) の助成を受けたものである.
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本講演では、エルニーニョ現象を的確に表す時系列データ Nino 4.3を使った予測研究結果を紹介
する。時系列データに対する学習モデルの将来予測性能を評価するために、ピアソン相関係数 (PCC)

が一般的に用いられている。Hassanibesheli-Kurths-Boers[1]では、リザバーのノード数を 600と設
定し、19か月先予測で PCCが 0.5以上となるリザバー機械学習モデル構築に成功した。

図 1. 先行結果（赤色のグラフ）

しかし、彼らが用いているフィルタは、将来データも取り込んでしまうものであるため、このモ
デルが現実のエルニーニョ発生予測に直接使えるわけではない。それを踏まえた上で、我々は将来
データを一切取り込まない real time bandpass filter（移動平均の重み関数）を開発した (real time

bandpass filterの詳細に関しては [2]を参照されたい)：

Ψr+,r−,c(t) =

 sin

(
t

r+

)
t

−
sin

(
t

r−

)
t


 sin

(
t

c
− π

)
t

c
− π

 1(−∞,0)(t)

通過帯域は [r−, r+] であり、c は重心を調整するパラメタとなる。エルニーニョ現象のスケール
が、主に 12 か月から 120 か月までにおさまるだろう、という気象学的見解を勘案して (r+, r−) =

(120/π, 12/π)と設定した（重心が原点に近くなるように c = 7とした）。図 2を参照されたい。

注意 1 これらフィルタは Littlewood-Paley 分解の数学理論に基づいている。フーリエ変換の不確
定性原理を勘案すると、[1]のフィルタは将来データを取り込んでしまうこと、逆に我々のフィルタ
の通過帯域があいまいなものになってしまうこと、こういった不完全さは避けて通れない。諦念を
もって受け入れるしかないのである。

我々の研究では、フィルタをかけたデータをリザバーコンピューティングによって機械学習させたの
ち、以下のデコーダを使って元のスケールへと復元し、それを予測データとしている。
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図 2. エルニーニョ現象を（可能な限り）効率的に抽出するための real time banspass filter� �
デコーダ: uを時系列データとする。これは離散データなので、次のような逆作用素 Ψ−1 が構
成できる (詳しくは [3]を参照されたい) 。

Ψ−1(Ψ ∗ u) = u� �
21か月先予測に対して PCCが 0.5以上を実現するようにリザバー機械学習（およびデコーダを適
用）させた結果が下のグラフである。

なお、real time bandpass filterとそれに対応するデコーダの開発以外にも、乱数のシード値に対
して次の工夫を凝らした。

• ベイズ最適化に基づく optunaを採用し、ハイパーパラメタも学習させるアルゴリズムを実装
した。

• そういったベイズ最適化を適用させるために、乱数のシード値を連続化させなければならな
かった。具体的には、自然数上のシード値で生成されるリカレント結合重み行列、入力結合重
み行列に対して線形補間を施した（その線形補間によって、シード値の連続性が行列の連続性
へと反映される）。

なお、この数値計算結果は、Google Colaboratoryという低スペック仮想マシンに基づいており、
従って、ベイズ最適化によって得られたリザバーノード数も 222と非常に低い。今後、高スペックマ
シンを積極的に用いることで、より良い学習結果が得られることが期待される。
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1 概要
因子分析は，観測される多変量の変数から観測できない因子を見出す多変量解析の手法であり，

ニューラルネットワークなど潜在変数を含む機械学習の基となるモデルである．このモデルは，もと
もと最尤法および因子回転によってパラメータが推定されてきたが，高次元データに対してより解釈
しやすい因子を推定するためには，正則化法が有用である．本発表では，正則化法と因子回転の関係
について述べ，高次元データに対する正則化法の有用性について解説する．

2 因子分析モデル
いま，観測変数ベクトルX = (X1, . . . , Xp)

T を平均ベクトル 0, 共分散行列 Σを持つ p次元多変
量正規分布に従うとする．このとき，因子分析モデルは次のように表される．

X = ΛF + ε, (1)

ここで，Λ = (λij) は p × m の因子負荷行列，F = (F1, . . . , Fm)T は共通因子ベクトル，ε =

(ε1, . . . , εp)
T は独自因子ベクトルである．ここで，E(F ) = 0，E(ε) = 0，E(FF T ) = Im，

E(εεT ) = Ψ，E(FεT ) = O を仮定する．ただし，Im はm×mの単位行列とし，Ψは p× pの対
角行列とする．Ψの対角要素は独自分散と呼ばれる．これらの仮定の下で，観測ベクトルX の共分
散行列は，Σ = ΛΛT +Ψとなる．

3 正則化法と因子回転の関係
n 個の観測値を x1, · · · ,xn とし，対応する標本共分散行列を S = (sij) とする．パラメータベ

クトルを θ = (vec(Λ)T , diag(Ψ)T )T とする．負の対数尤度関数 ℓ(θ) の最大化によって最尤推定量
Λ̂ML, Ψ̂ML を求めることを考える．
しかし，因子分析モデルには回転の不定性が存在する．いま，任意の直交行列 T に対し，因子負

荷行列 Λと ΛT は、同じ共分散行列 Σ = ΛΛT +Ψ = (ΛT )(ΛT )T +Ψを持つ．そこで，適当な損
失関数 Q(Λ)を用いて，以下の最適化問題を解くことにより，解釈しやすい因子を推定する．

min
Λ,Ψ

Q(Λ), subject to ℓ(Λ,Ψ) = ℓ̂ (2)

ここで，ℓ̂ = ℓ(Λ̂ML, Ψ̂ML)である．この方法は因子回転と対応する．因子回転は，三四半世紀前か
ら使われてきた推定手法である．
ここで，よりスパースな解を得るために次のように問題を修正する．

min
Λ,Ψ

Q(Λ), subject to ℓ(Λ,Ψ) ≤ ℓ∗ (3)

ここで，ℓ∗ は定数である．ℓ∗ が大きいほどスパースな解が得られる．
ここで，定数 ℓ∗ は，データへの当てはまりの良さとスパース性の強さのバランスを制御するパラ

メータである．ℓ∗ = ℓ̂の場合，(3)式の解は最尤推定値と一致し，ℓ∗ が大きくなるにつれ，Λの推定
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値はスパースになる．そして，(3)式の問題は，次の関数 ℓρ(Λ,Ψ)を最小化することで得られる [1]．

ℓρ(Λ,Ψ) = ℓ(Λ,Ψ) + ρQ(Λ), (4)

これはまさに，ρ > 0を正則化パラメータとした正則化法である．

4 二つの Q(Λ)

ここで，Q(Λ) は，因子を解釈しやすくするような正則化項である．以下，2 つの正則化項を用
いる．

4.1 MCP（Minimax Concave Penalty）
MCP[2]は，Lassoよりもスパースな解が得られ，以下で与えられる．

ρP (|θ|; ρ; γ) = ρ

(
|θ| − θ2

2ργ

)
I(|θ| < ργ) +

ρ2γ

2
I(|θ| ≥ ργ) (5)

ここで，γ > 1はチューニングパラメータである．一般のスパース推定を行うときにMCPは便利で
ある．

4.2 Prenet (Product-based elastic net)ペナルティ
Prenetペナルティ [3]は以下で与えられる．

P (Λ) =

p∑
i=1

m−1∑
j=1

∑
k>j

{
γ|λijλik|+

1

2
(1− γ)(λijλik)

2

}
(6)

γ ∈ (0, 1]はチューニングパラメータである．Prenetペナルティは quartimin基準の一般化であり，
ρが十分大きいときに完全単純構造を推定できる．そのため，単純構造推定の場合には，MCPより
も精度が良い場合がある．
これらの提案手法は高次元データに適用でき，これまで因子分析があまり適用されなかったデー
タ，たとえば fMRIデータに応用することができる．
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