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1 導入
交通流に現れる渋滞は自己組織的に形成される波の伝播によって特徴付けられる. この現象は, 最

適速度 (OV) モデル
x′′
n = a(V (∆xn)− x′

n), n = 1, . . . , N (1)

を区間長 Lのサーキットで考えた場合に現れる [1]. ここで xn = xn(t)はサーキットにおける n番目
の車の座標で, a > 0 は運転者の感受性を表すパラメータである. ∆xn = ∆xn(t) = xn+1(t)− xn(t)

は n 番目の車と, その前方にある n+ 1 番目の車の車間距離であり, ∆xN = x1 − xN とする. 多く
の場合, OV 関数 V にはシグモイド型の関数が使われ, 例えば V0, β > 0, M ∈ R に対して

V (x) =
V0

2
(tanh[β(x− l)] +M) (2)

で与えられる. [2], [3] では渋滞相と対応した解が構成されているが, 強い制約が課されており, 解析
的なアプローチによる研究結果が十分に得られているとは言い難いのが現状である.

図 1. N = 20 (点線), N = 40 (実線)に対する (3)の周期
解. OV関数には (2) を用い, パラメータは V0 = 0.0336,

β = 89.7, l = 0.025, M = 0.913, a = 1.6 とした.

本研究では, ∆xn(t) が周期関数となる (1) の
解に焦点を絞り, 周期 1 の関数 X = X(τ) と
c > 0 に対して∆xn(t) = X(ct+ (n− 1)/N) と
表されると仮定する. すると X は

c2X ′′ − a(V (σ1/NX)−V (X))+ acX ′ = 0 (3)

を満たさなければならない. ここで α ∈ R に対
して決まる σα はシフト作用素であり, 関数 φ に
対し, [σαφ](τ) ≡ φ(τ + α) で定義される.

(2) を仮定し (3) に対する数値計算を行うと
図 1 が得られる. ここで N を大きくすると, X の定義域はある定数 X1, X2 に近い状態を取る領域
と, それらを結ぶ遷移層を持つ領域 I1, I2 に分けられる. また, X は I1 では単調減少, I2 では単調
増加である. さらに, N → ∞ で I1, I2 の幅は 0 に近づき, cN はある定数に漸近する. 以上の考察
の下, c,X1, X2 を決定し, 遷移層に対応した (3) の解を構成する. これにより, (1) における渋滞相を
数理的に特徴付けることが目標である.

I2 における遷移層を念頭に置き, 適当な τ0 に対して X(τ) = X2 − u(N(τ − τ0)) とすることで,

関数 u = u(s) を導入する. また, cN → c と置き換えることで, (3) から

c2u′′ + a(V (X2 − σ1u)− V (X2 − u)) + acu′ = 0 (4)

が得られる. (4) では, 単調減少な解だけを考えれば十分である. しかし, 一般にシフト作用素を含む
系の解析は難しい. そこで (4) を異なる視点から捉える. 求めるべき解 u は単調減少であるので逆関
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数を持つ. すると, [σ1u](s) は u の関数とみなせる. この考え方によれば,

g(u(s)) = a(V (X2 − [σ1u](s))− V (X2 − u(s))) (5)

によって関数 g = g(u) を導入することが可能である. このように導入される g のことを, 「自己誘
導型非線形項」と呼ぶこととする. 以上により, (4) の解 (u, c) を求めることは, (5) と

c2u′′ + g(u) + acu′ = 0. (6)

を同時に満たす (u, c, g) を求めることに等しい.

パラメータ η > 0 に対して, (5), (6) を

u(−1) = η, u(0) =
η

2
, lim

s→∞
u(s)eas/c > 0 (7)

の下で考える. 実は (2) で β → ∞ とすることで得られる階段関数を OV 関数として用いれば,

(5)–(7) を満たす解 (u∗, c∗) を具体的に構成できる. ここで 2ζ = − log(1− ζ) の一意解 ζ > 0 に対
して η̄ = 2V0ζ/a で与えるとき, η > η̄ であれば u′

∗(−1) < 0, η = η̄ であれば u′
∗(−1) = 0 が成り立

つ. η = η̄ に対する (u∗, c∗) は, [2] で構成された解と本質的に一致することに注意する.

本講演では, V ∈ C1(R) に以下を仮定し, 与えられた η > η̄ に対して定理 1を証明する.

(A1) V はパラメータ β に依存し, ある l, V0 > 0, V1 ∈ R に対して, 各点 x ∈ R で lim
β→∞

V (x) =

V0H(x− l) + V1 を満たす. ここで H は H(x) = 0 if x < 0 and H(x) = 1 if u > 0 で与えら
れる階段関数である. さらに, 任意の δ0 > 0 に対して, lim

β→∞
sup

|x−l|≥δ0

|V ′(x)| = 0 が成り立つ.

(A2) x ∈ R に関して V ′(x) は有界で, かつ V ′(x) > 0 とする. また, β に依存しないある定数
m1,m2 が存在して, m1 ≤ V (x) ≤ m2 が成り立つ.

(A3) ある V2 ∈ R が存在して, V (x+ l) + V (−x+ l) = 2V2 を全ての x ∈ R に対して満たす.

定理 1 V ∈ C1(R) が (A1)–(A3) を満たすとする. 任意に η > η̄ を与え, X2 = l+ η/2 とする. こ
のとき, もし β が十分大きければ, (7) と, s > −1 で (5) と (6) を満たす解 (u, c, g) が存在する.
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1 序論
動的フロアフィールド (Dynamic Floor Field, DFF)モデルは、静的フロアフィールドモデルと同

時に用いられ、人流、避難流のモデルとして用いられてきている [1, 2]。特に DFFモデルは、エー
ジェントである人と人との間に、正の走化性を導入し、エージェント間の追従 (引力)効果を実現し
ている。著者は、DFF モデル中のパラメタを反転することで、負の走化性を実現し [3, 4, 5, 6, 7]、
エージェント間に斥力効果を生じさせることを示した。また、単独のエージェントでは、水面に浮か
べた樟脳粒 [8, 9]のように、自己駆動粒子として振る舞うことを示した。DFFモデルは、エージェ
ントの移動が、その時点におけるフロアの状態に依存して確率的に決定される。今回は、過去のフロ
ア状態にも依存するモデルに拡張した。

2 モデル
走化性エージェントは，時間ステップごとに、数直線上の左右いずれか 1 に方向に移動可能であ
る。その移動原因となる足跡物質 (フェロモン)の強度 (Ix)は、式 (1)で表現され、フロアの状態を
示し、時空間的に変化する。

Ix(t+ 1) = Ix(t)(1− α)(1− δ) +
α(1− δ)

2
[Ix+1(t) + Ix−1(t)] + (1− δ)fp∆(x− xa) (1)

ただし、
∆(x) =

{
1 x = 0の場合
0 上記以外 (2)

である。ここで、α,δ は、それぞれ足跡物質の拡散および分解または昇華の程度を意味し、fp は、
エージェントからの足跡物質の放出量、座標 (xa)は、エージェント位置を示す。数直線上のある x

から 2近傍のいずれか x′ への移動確率は、ソフトマックス関数を用いて、

px′(t) ∝ exp [k · Ix′(t)] (3)

となる。k は、エージェントのフロア状態 Ix に対する選好性を示し、正で引力、負では斥力の効果
となる。このままでも、δ < 1では、Ix(t)は、残存し移動確率に影響え、非マルコフ的な運動の原因
となる。さらに、これを、過去のフロアの状態依存する、時間遅れを項を含むように、陽に表現する
と、t− 1までならば、

px′(t, t− 1) ∝ exp [kt · Ix′(t)] exp [kt−1 · Ix′(t－ 1)] (4)

より一般的には、

px′(t− 0, t− 1, , , , , t− i) ∝
n∏

i=0

exp [kt−i · Ix′(t− i)] ∝ exp

[
n∑

i=0

(kt−i · Ix′(t− i))

]
(5)
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と表現することができる。このような場合でも、δ = 1や、ki = 0の場合には、Ix(t) = 0,または、
移動確率が Ix(t)に依存しないので、エージェントはランダムウォーク (RW)を示す。また、δ < 1

であっても、式 (5)最右辺の括弧の中身が 0となれば、RWとなる。kt−i を大小や正負に変化させる
と、現在や過去の Ix 対する選好性の強弱、正負を変更することも可能である。
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1 はじめに
Fisher-KPP 方程式は, ロジスティック成長項と拡散項をもつ方程式であり, 生物の個体群の拡が

りなどを記述する方程式として数理生物分野において広く研究されてきた．このモデルは

ut = duxx + γu(1− u), x ∈ R, t > 0

として表され，u(x, t)は場所 x，時間 tでのある生物種の個体群密度を表し，d > 0は拡散係数を，

γ > 0 は内的自然増殖率を表している．生物の個体群の空間的な拡がりを表す解としてしばしば考

えられるものとして進行波解が挙げられる．進行波解は一定波形，一定速度をもつ解であり，c を

進行波解の速度としたとき u(x, t) = U(x + ct)をみたす．Fisher-KPP方程式の場合，境界条件は

U(−∞) = 0，U(+∞) = 1であり，速度が c ≥ c∗ := 2
√
dγ に対して進行波解が存在することが知

られている ([1])．

2 遅延を含む Fisher-KPP方程式
Fisher-KPP方程式に対して, 遅延を含むタイプのものが研究されている．

ut = duxx + γu(1− u(t− τ)), x ∈ R, t > 0

拡散項がない場合の方程式
u′ = γu(1− u(t− τ)), t > 0

は Hutchinson 方程式とも呼ばれ, 遅延 τ によって振動状態が観察されることがよく知られている.

つまり, 平衡点 u = 1 は, τ < π/(2γ) のとき漸近安定, τ > π/(2γ) のとき不安定であり, 周期解が

現れる. したがって, 遅延を含む Fisher-KPP 方程式の進行波解を考えたとき, τ の大きさによって

u = 1の近くで振動するような進行波解が示唆される. 遅延を含む Fisher-KPP方程式の進行波解の

理論的な結果として [2, 3]などがあり, 進行波解が速度 c ≥ c∗ に対して存在することが部分的に示さ

れている.

本研究では, 上記のような R全体で定義される進行波解とは異なるタイプの進行波解を考える. つ

まり, semi-wave解と呼ばれる次の形の解

u(x, t) = U(ξ), U(ξ) = 0 for ξ ≤ 0, U(ξ) > 0 for ξ > 0, U(+∞) = 1

を考える. ここで ξ := x + ctである. semi-wave解が存在するならば速度は c < 2
√
dγ であること

が分かっている. このような semi-wave解を考えたとき, 次の 3つの場合があることが予想される:

(i) 単調な semi-wave解, つまり U ′ > 0かつ U(+∞) = 1.
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(ii) ξ が無限大で減衰振動をもつ非単調な semi-wave 解, つまり U ′ の符号は変化し, かつ

U(+∞) = 1.

(iii) ξ が無限大で減衰しない振動をもつ非単調な semi-wave 解, つまり U ′ の符号は変化し, かつ

U(+∞)は存在しない.

これらの 3つの semi-wave解がどのようなときに現れるのかを数値計算を用いて調べる.

3 数値計算結果
図 1は d = γ = 1のときの計算結果である. 横軸が c, 縦軸が τ を表している. ×や □は数値計

 0

 0.5

 1

 1.5

 2

 2.5

 3

 3.5

 4

 0  0.5  1  1.5  2  2.5  3  3.5  4
c

τ

図 1. 3つの semi-wave解の存在領域. 緑の ×は単調な semi-wave解が現れた領域, 赤い □は非単調な semi-wave解が現
れた領域.

算を行い, 単調な semi-wave解 (上記の (i))か非単調な semi-wave解 (上記の (ii)または (iii))かを

判定した結果である. さらに理論的な考察も加えると, 非単調な semi-wave解の領域 (図 1の赤い □)

を黄色の領域 ((ii)に対応)と水色の領域 ((iii)に対応)に分類することができることが示唆された.

講演では, この数値計算結果の詳細を報告する. また, 可能ならば得られている進行波解の存在に関

する理論的な結果についても報告したい.
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線形遅延微分方程式とデータ駆動型手法について
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1 概要
データ駆動型手法の一つとして知られているアーノルディアルゴリズムや動的モード分解は，高次

元時系列データから固有値などの特徴量を算出する方法として知られている [1, 2, 3]．一方，遅延微

分方程式は線形であっても一般に無限次元であり，その固有値や安定性解析は容易ではない．本研究

では，遅延微分方程式に対してデータ駆動型手法を適用することの有効性を明らかにすることを目的

としている．本講演では，特にアーノルディアルゴリズムに的を絞って，その検証結果について報告

する．

2 アーノルディアルゴリズム
一定間隔の観測により得られた有限時間の d次元観測時系列データが与えられたとする．

{y1, y2, · · · , ym, ym+1}, (yj ∈ Rd, j =, 1, · · · ,m+ 1) (1)

ここで，m + 1は有限の時間サンプル数である．時系列データが d × d行列 Aに対して以下の線形

差分方程式に従うとする．
yn+1 = Ayn (n = 1, 2, · · · ) (2)

時系列データ (1)を列とする d×m行列

K = [y1 y2 · · · ym]

を考える．一方，ym+1 が {y1, y2, · · · , ym}の一次結合で表されると仮定する：

ym+1 = c1y1 + c2y2 + · · ·+ cmyn (c1, c2 · · · , cm ∈ R)

このとき，

AK = KC, C :=


0 0 · · · 0 c1
1 0 · · · 0 c2
0 1 · · · 0 c3
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 0 cm


が成り立つ．

命題 1. {y1, y2, · · · , ym}が一次独立であるとする．このとき，λが行列 C の固有値ならば λは A

の固有値である．

行列 C のm個の固有値 λ̃1, λ̃2, · · · , λ̃m を用いて次のファンデルモンド行列 T を定義する．

T :=


1 λ̃1 λ̃2

1 · · · λ̃m−1
1

1 λ̃2 λ̃2
2 · · · λ̃m−1

2
...

...
...

. . .
...

1 λ̃m λ̃2
m · · · λ̃m−1

m


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命題 2. {y1, y2, · · · , ym} が一次独立であり，λ̃1, λ̃2, · · · , λ̃m が全て異なるものとする．このとき，

行列KT−1 の第 j 列を ṽj とすると，ṽj は行列 Aの λj に属する固有ベクトルとなり，時系列データ

(1)に対する以下の分解が得られる．
yj =

m∑
i=1

λ̃
(j−1)
i ṽi, j = 1, · · · ,m

ym+1 =

m∑
i=1

λ̃m
i ṽj

(3)

3 線形遅延微分方程式への適用例
スカラーの線形遅延微分方程式を考えよう．

ẋ(t) = −ax(t− τ), (t > 0), x(s) = 1 (s ∈ [−τ, 0]) (4)

方程式 (4)は aτ = π/2のとき，実部が最大となる固有値は ±iπ/2を持ち，漸近周期解が得られる

ことが分かっている．本研究では，この方程式の数値解から時系列データを作成し，アーノルディア

ルゴリズムを適用してみた．具体的には，h > 0そして t0 > 0に対して，

tj = (j − 1)h, xj = x(t0 + tj), (j = 1, 2, · · · )

としたが，前節の命題を適用するには，これらが一次独立でなければならない．しかしながら，これ

らはスカラーなので，一次独立になりえない．そこで，

yj = (xm+j−1, xm+j−2, · · · , xj)
T , (j = 1, 2, · · · ,m)

として，y ∈ Rm の時系列データを作成した．ここでは，2 つの極端なケースの結果について，

Mathematica を用いて得られた結果として，実部が最大の固有値を紹介する．

(I) a = π/2, τ = 1，160 ≤ t ≤ 200 h = 0.05, m = 400のとき，9.60668× 10−9 ± 1.5708i．

(II) a = π/2, τ = 1，8 ≤ t ≤ 10 h = 0.5, m = 2のとき，−6.22271× 10−10 ± 1.5708i．

(II) の場合は，遅延微分方程式 (4) の t は初期時刻に近くある程度過渡的な影響があると考えら

れる．さらに，用いたデータ数も m + 1 = 3 も極端に少ない．しかし，得られた固有値は真の値

±iπ/2 ≈ ±1.5708iに近いものであった．漸近的挙動を決定する実部が最大の固有値が 2つしか出て

こないような方程式に対しては，当然の結果であると考えられるが，実際の誤差も込めた解析が必要

である．
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