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1 序論
弱連成する同一なマイクロカンチレバーのモード局在化を用いた微小質量計測は連成を弱くするほ

ど感度が向上する [1]． 実際には，弱連成する同一なレゾネータの製作は加工精度の問題から困難で
あるため，実物のカンチレバー（リアルカンチレバー）と等価なパラメータをもつ回路（バーチャル
カンチレバー）をリアルタイムフィードバックにより連成する手法が提案された [2]．さらに，この
手法におけるリアルタイムフィードバックに起因した構成の複雑さを回避するため，連成を疑似的に
再現するデータ駆動型連成自励発振レゾネータが提案され，理論解析と数値解析により，質量計測が
行えることを示した [3]．しかし，実験が未実施のため，外乱やセンサの計測誤差の影響などが考慮
されていない．そこで，本研究では，データ駆動型連成自励発振レゾネータを用いた実験による質量
計測を実施し，手法を確立することを目的とする．

2 計測原理と計測システム実現に向けた数値解析
ファン・デル・ポール振動子と線形振動子との連成レゾネータとデータ駆動型連成レゾネータの解

析モデルを図 1に示す．代表時間を T = 1√
k/m
，代表長さを Lとすると，図 1(a)の運動方程式は
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1 によって定常振幅を実現し，2つの振動子の振幅
比から質量を計測する．図 1(b)で表されたデータ駆動型連成レゾネータの運動方程式は
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となる．ファン・デル・ポール振動子がバーチャルカンチレバーであり，線形振動子がリアルカンチレ
バーである．リアルカンチレバーを σ∗

2 = a∗σ2
cosωt+b∗σ2

sinωtで加振して，定常応答 u2ssを実験で
計測する．式 (2)の第 1式に σ∗

1 = u∗
2ss を代入して，u̇∗

1(0) = 0で，2π
ω だけ解き，u∗

1 の周期的拡張を
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Fig1. Analytical models of (a) coupled resonators and (b)data-driven coupled resonators.
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Fig2. Time history of σ∗
2 − κ(u∗

1 − u∗
2). (a) is the case of δ = 0. (b) is the case of δ = 0.1.
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1ssとする．fc cosωt+fs sinωt = σ∗
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2ss)として，fc = fs = 0が成り立つとき，式 (2)は
式 (1)と等しくなり，連成が再現される．そこで、目的関数を fc = fs = u∗
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1(0)を更新して，連成レゾネータの定常応答を再現す

る．aσ2，bσ2 の初期値は，κが微小なので 0．δ，κが微小なので，ω の初期値は 1とする．u∗
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とする．aσ2，bσ2，ω，u∗
1(0)に対する目的関数の感度は δ

が未知数なので差分で求めるため，aσ2
，bσ2

，ω，u∗
1(0)の更新には 4回の強制振動実験を要する．

上記の計測原理を用いた計測システムが実現可能かを確認するため，実験に即した形で数値解析を
行った．強制振動実験を行うことを想定して u∗

2 はルンゲクッタ法で求めた．まず付加質量比 δ = 0

の数値解析を行った．他のパラメータの値は γ = η = 0.1，γ∗
3 = 1，κ = 0.05である．パラメータ

の更新回数を iとする．δ = 0と δ = 0.1の σ∗
2 − κ(u∗

1 − u∗
2)を図 2にそれぞれ示す．図 2(a)より，

σ∗
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2)は i = 5では i = 0のときと比べて振幅が小さいことから，fc，fs が小さくなって

いることが分かる．式 (1)をルンゲクッタ法で解いて求めた振幅比とデータ駆動型との振幅比の誤差
は 0.0974%となった．次に，付加質量比 δ = 0.1として，他のパラメータは変更せずに数値解析を
行った．図 2(b)より，σ∗

2 − κ(u∗
1 − u∗

2)の振幅は，i = 5のときは i = 0のときと比べて小さい．式
(1)をルンゲクッタ法で解いて求めた振幅比とデータ駆動型との誤差は 0.256 %となった．

3 結論
本研究では，ヤコビ行列の要素を差分で求める，リアルカンチレバーの式をルンゲクッタ法で解く

など実験に即した形で行うことで，計測システムを実現するに際して，提案されたアルゴリズムが実
現可能であることを確かめた．質量無付加時，質量付加時ともに，反復計算により，連成系の数値積
分との振幅比の誤差は小さくなり，連成が疑似的に再現できたことを確認した．
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交通流に対する遅延差分方程式モデルにおけるNeimark-Sacker分
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1 遅延差分方程式モデル
交通流をマクロスコピックに記述する以下の遅延差分方程式モデルを考える [1]．{

ρt+1
x = ρtx − ρtxb

t
x + ρtx−1b

t
x−1,

btx = (1− ρtx+1)
[
1− (1− α)ρt−1

x − αρt−1
x+1

]
,

(1)

ここで ρtx は時刻 t位置 xにおける車の密度を表す．α ∈ [0, 1]はパラメータ，tは自然数，xは 1か
ら n までの自然数とし，空間について周期境界条件を課す．(1) は時刻 t + 1 での状態が時刻 t と
t− 1での状態によって定まる 2n次元の離散力学系モデルである．この系において，∑n

x=1 ρ
t
x はす

べての時刻で保存される．[1]では (1)が交通流のモデルとして不可欠な一様流と渋滞流の双安定性
をもつことを数値計算によって示した．
x = (x1,x2) ∈ Rn × Rn と表し，j = 1, 2 に対して xj = (xj1, . . . , xjn) とする．σ : Rn → Rn

を σ(xj1, . . . , xjn) = (xj2, . . . , xjn, xj1)とし，S : R2n → R2n を Sx = (σx1, σx2) とする．(1)を
F : R2n × R → R2n で書き直す：

F (x, α) =

(
F1(x, α)

x1

)
, F1(x, α) =


f(x, α)
f(Sx, α)

...
f(Sn−1x, α)

 , (2)

ただし f : R2n × R → Rは

f(x, α) = x11 − x11(1− x12)[1− (1− α)x21 − αx22]

+ x1n(1− x11)[1− (1− α)x2n − αx21].

任意の x ∈ R2n と α ∈ Rに対して，SF (x, α) = F (Sx, α)が成り立つ．つまり F (·, α)は S による
Zn の作用と可換である．
任意の実数 ρ ∈ [0, 1]に対して (nρ, . . . , nρ) ∈ R2n は F (·, α)の不動点であり，一様流に対応する．
この不動点における F (·, α)の線型化固有値は，離散フーリエ変換によって n個の 2× 2行列の固有
値問題に帰着する [1]．このとき, 空間一様なモードは 1と 0を固有値にもつ．一方，(α, ρ)平面上の
曲線で，その上で空間非一様なモードの固有値が複素平面の単位円周上にあるものが存在する．中心
多様体縮約により，ρをパラメータとして Neimark-Sacker分岐が生じうることがわかる．
実数値関数 ϕ(ξ)と s ∈ Rに対して τsϕ(ξ) = ϕ(ξ + s)とする．もし，周期 nの周期関数 ϕ(ξ), 実
数 c, パラメータ αの組 (ϕ, c, α)で

−τcϕ+ f(ϕ, τ1ϕ, . . . , τ
n−1
1 ϕ, τ−cϕ, τ−cτ1ϕ, . . . , τ−cτ

n−1
1 ϕ, α) = 0 (3)
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を満たすものが存在するならば，任意の ξ ∈ [0, n]に対して

x1 =


ϕ(ξ)

ϕ(ξ + 1)
...

ϕ(ξ + n− 1)

 ,x2 =


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...
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 =⇒ F1(x, α) =


ϕ(ξ + c)

ϕ(ξ + 1 + c)
...

ϕ(ξ + n− 1 + c)

 ,

が成り立つ．すなわち，関数 ϕによって不変閉曲線をパラメータ付けしてその上のダイナミクスを円
周の回転で表すことを意味している．これにより，不変閉曲線を進行波として特徴づけたい．
Neimark-Sacker 分岐で生じる不変閉曲線をパラメータ ρ と α について数値的に追跡するため，

(3)をフーリエスペクトル法で離散化し，擬似弧長法 [2]を適用した．図 1は，時間発展の数値計算
と進行波の数値的追跡により描いた基本図である．グレーの実線は一様流 (Q = ρ(1− ρ)2)，赤い実
線は数値的に追跡した進行波の枝である．これらのパラメータ値では安定な渋滞流 (⃝)と安定な一
様流 (+)の双安定性が見られ，これらを不安定な非一様流が結んでいる．本講演では，[1]の数学的
な背景を力学系の分岐の観点から議論する．
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図 1: (1)に対する基本図．横軸は密度 ρ, 縦軸は流量 Qを表す．
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自然振動数を有する蔵本モデルにおける同期解の分岐と安定性
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1 はじめに
自然振動数を有する次の古典的な蔵本モデル [1]を考える:

d

dt
un
i (t) = ωn

i +
K

n

n∑
j=1

sin
(
un
j (t)− un

i (t)
)
, i ∈ [n] := {1, 2, . . . , n}, (1)

ここで，nは節点数，un
i (t) ∈ S1 = R/2πZと ωn

i ∈ Rは節点 i ∈ [n]における振動子の位相と自然振
動数，K は結合係数である．n ≫ 1のとき，蔵本モデル (1)のダイナミクスは連続極限 [2]

∂

∂t
u(t, x) = ω(x) +K

∫
I

sin(u(t, y)− u(t, x))dy (2)

により近似できることが証明されている [3]．ここで，I = [0, 1]であり，関係

ωn
i = n

∫
In
i

ω(x)dx, i ∈ [n], Ini :=

{
[(i− 1)/n, i/n) for i < n;

[(n− 1)/n, 1] for i = n

を仮定している．以下では，a > 0を定数として ω(x) = a(x− 1
2 )とする．

文献 [3]ではまた次のことが示されている: K/a ≥ 2/π のとき，θ ∈ S1 を任意の定数，C > 0を

C =
KC

a

(
arcsin

( a

2KC

)
+

a

2KC

√
1−

( a

2KC

)2)
を満たす定数として，連続極限 (2)は次の連続解の 1パラメータ族を有する．

u(t, x) = U(x) + Ωt+ θ, U(x) = arcsin

(
a(x− 1

2 )

KC

)
(3)

ここで，各K/aの値に対して，もしそれらが存在するならば，定数 C の値は一意的に決定され，連
続解の族 (3)も一意的に定められる．n → ∞のとき連続解の族 (3)に収束する式 (1)の平衡点の族
も存在する [3]．

2 蔵本モデル
節点数 nが奇数の場合を考え，n0 ∈ Nとして n = 2n0 + 1，ν = a/nとおく．

vi =

{
ui − un0+1 for i ≤ n0;

ui+1 − un0+1 for n0 < i ≤ 2n0.
(4)

とすると，式 (1)は次のように変形される．

v̇i =(i− n0 − 1)ν − K

n

2 sin vi +

2n0∑
j=1,j ̸=i

(sin vj − sin(vj − vi))

 , i ≤ n0,

v̇i =(i− n0)ν − K

n

2 sin vi +

2n0∑
j=1,j ̸=i

(sin vj − sin(vj − vi))

 , n0 < i ≤ 2n0

(5)
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σ = {σi}2n0
i=1 を各項がσi ∈ {−1, 1} (i ∈ [2n0]) で与えられる長さ 2n0 の数列とし，

Σn0
=
{
σ = {σi}2n0

i=1 | σi ∈ {−1,−1}, i ∈ [2n0]
}

と表す．各 σ ∈ Σに対して関数 χσ : [0, 1] → Rを次のように定める．

χσ(ξ) =
ξ

n0

1 +

n0∑
i=1

σi

√
1−

(
i− n0 − 1

n0
ξ

)2

+

2n0∑
i=n0+1

σi

√
1−

(
i− n0

n0
ξ

)2


定理 1 ある σ ∈ Σn0 と K > 0に対して ξ ∈ (0, 1]が a/K = |χσ(ξ)|を満たすものと仮定する．こ
のとき，

vσi =


ϕi if σi = 1;

π − ϕi if σi = −1 and ϕi > 0;

−ϕi − π if σi = −1 and ϕi < 0,

ϕi =


arcsin

(
(i− n0 − 1)ξ

n0

)
for i ≤ n0;

arcsin

(
(i− n0)ξ

n0

)
for n0 < i ≤ 2n0,

とすると，vσ = (vσ1
1 , . . . , v

σ2n0
2n0

)は式 (5)の平衡点である．また，K を制御パラメータとしたとき，
|χσ(ξ)|が (0, 1)上で最大あるいは最小となるときサドル・ノード分岐が起こり，K = a/|χσ(1)|のと
きピッチフォーク分岐が起こる．さらに，すべての i ∈ [2n0]に対して σi = 1ならば，χσ(ξ)は唯一
の最大値をもち，そのときの ξ の値を ξ0 とすると，平衡点 vσ は ξ < ξ0 のとき漸近安定，ξ > ξ0 の
とき不安定となる．一方，ある i ∈ [2n0]に対して σi ̸= 1ならば，平衡点 vσ はつねに不安定である．

式 (4)より，各 σ ∈ Σに対して，θ ∈ S1 をパラメータとした蔵本モデル (1)の平衡点の 1パラメー
タ族が次のように得られ，他に平衡点は存在しない．

un0+1 = θ, ui =

{
vσi + θ for i ≤ n0;

vσi−1 + θ for i ≥ n0 + 2
(6)

式 (6)は蔵本モデル (1)の同期解を与える．

3 連続極限
各 σ ∈ Σに対する蔵本モデル (1)の平衡点の族 (6)の n → ∞の極限から連続極限 (2)の非連続解
の 1パラメータ族が得られる．定理 1と文献 [3]の結果を用いることにより，次の定理が証明される．

定理 2 連続解の族 (3)は連続極限 (2)の唯一の連続な解で，漸近安定である．一方，不連続な解は
すべて不安定である．

注意 3 1以上の有限個の i ∈ [n]を除いて σi = 1であるならば，定理 1により不安定である蔵本モ
デルの平衡点 (6)は，n → ∞ のとき連続極限 (2)の漸近安定な解 (3)に L2(I)の意味で収束する．
これは一見奇妙であるものの，結合振動系と連続極限の関係性に関する文献 [3]の結果と矛盾しない．
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グラフ上で定義された蔵本モデルに対するフィードバック制御
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1 概要
自然振動数を有する，グラフ上で定義された蔵本モデル [1]に対してフィードバック制御を行う問

題を取りあげる．全振動子が同じ振動数で同期する状態を目標軌道とし，制御器は連続極限の方法を
用いて設計する．決定論的および確率論的なグラフの場合を考え，理論解析を行い，理論結果を数値
シミュレーション結果により検証する．

2 結合振動子ネットワークと連続極限
次式で与えられる，重み付きグラフ Gn = ⟨V (Gn), E(Gn),W (Gn)⟩上で定義された蔵本モデルに

対するフィードバック制御を考える：
d

dt
un
i (t) =ωn

i +
K

nαn

n∑
j=1

wn
ij sin

(
un
j (t)− un

i (t)
)

+ b1 sin (V (t)− un
i (t)) + b0, i ∈ [n] := 1, 2, . . . , n. (1)

ここで，nは節点数，un
i (t)と ωn

i は，それぞれ，各節点における振動子の位相と自然振動数を表し，
ω ∈ L2(I)，I = [0, 1]として

ωn
i = n

∫
In
i

ω(x)dx, Ini =

{
[(i− 1)/n, i/n) for i < n;

[(n− 1)/n, 1] for i = n,
i ∈ [n],

であり，V (t) = V1t+ V0 (V1, V0 は定数) は目標軌道で，全振動子が同じ振動数 V1 で同期する状態
を表す．また，K と αn は結合係数とスケーリング因子であり，b1 と b0 はフィードバック・ゲイン
と定常入力で，適切な値を求めて用いる．一方，集合 V (Gn) = [n]と E(Gn)は節点集合と枝集合，
W (Gn)は重み行列で

(W (Gn))ij =

{
wn

ij if (i, j) ∈ E(Gn);

0 otherwise.

であり，W ∈ L1(I2)として，Gn が確定的な稠密グラフの場合は

wn
ij = ⟨W ⟩nij := n2

∫
In
i ×In

j

W (x, y)dxdy,

Gn が確率的なグラフの場合は確率

P =

{
⟨W ⟩nij 稠密のとき
αn⟨min

(
α−1
n ,W (x, y)

)
⟩ij スパースのとき

で wn
ij = 1，それ以外は wn

ij = 0 とする．グラフ Gn が稠密な場合は γ = 0，スパースな場合は
γ ∈ (0, 1

2 ) として αn = n−γ とする．式 (1) は次の連続極限により近似できることが示されている
[2]．

∂

∂t
u(t, x) = ω(x) +K

∫
I

W (x, y) sin(u(t, y)− u(t, x))dy + b1 sin(V (t)− u(t, x)) + b0 (2)
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図 1. 節点数 n = 1000 の場合の t = 50 における式 (1) の応答と目標軌道の差 un
i (50) − V (50) と連続極限 (2) の解析解

(4)から求められる結果 U(x)の比較: (a) a = 1，p = 1，K = 0.5および b1 = 0.2; (b) a = 0.5，p = 0.5，K = 0.5およ
び b1 = 0.2; (c) a = 0.5，p = 0.5，γ = 0.3，K = 0.5および b1 = 0.2

3 理論
Hℓ : I → R (ℓ = 1, 2) としてW (x, y) = H1(x)H2(y)とおく．条件

b1 ≥ max
x∈I

(
±(ω(x)− V1 + b0)−KRH1(x)

)
(3)

が成り立つとき，連続極限 (2)は次の特解を有する．

u(t, x) = U(x) + V (t), U(x) = arcsin

(
ω(x)− V1 + b0
KRH1(x) + b1

)
(4)

ここで，

b0 =

∫
I

H2(x) (V1 − ω(x))

KRH1(x) + b1
dx

/∫
I

H2(x)

KRH1(x) + b1
dx,

R =

∫
I

H2(x)

√
1−

(
ω(x)− V1 + b0
KRH1(x) + b1

)2

dx

である．特に，p ∈ (0, 1]，a > 0を定数として，W (x, y) = p (例えば，H1(x) = p，H2(y) = 1) お
よび ω(x) = a(x− 1

2 )の場合，条件 (3)は

b1 ≥ 1
2a− 1

4πpK

となる．また，b1 → ∞のとき U(x) → 0となり，同期解 (4)は目標軌道 V (t)と完全に一致する．

4 数値シミュレーション結果
a > 0，p ∈ (0, 1]を定数とし，W (x, y) = p，ω(x) = a(x− 1

2 )の場合に対して数値シミュレーショ
ンを行った．図 1に，グラフ Gn が完全，確率的かつ稠密あるいはスパースな場合に対して，十分時
間が経過したときの振動子ネットワークの応答の目標軌道からの差を青丸でプロットした結果を示
す．また，赤い実線は連続極限 (2)の解析解 (4)から求められる同様の結果 U(x)を表している．確
率的なグラフではばらつきが見られるものの，両者の結果は非常に良く一致している．
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