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1  フェノーム解析における「かたち」 

 フェノーム（phenome）とは，ある生物の表現型（phenotype）の総体のことである．次世代

シーケンサーの普及により，遺伝子情報の総体であるゲノム（genome）や遺伝子発現データ

の総体であるトランスクリプトーム（transcriptome）は高速かつ安価に取得可能となった．

しかし，フェノームデータの蓄積は進んでいない．ATGC からなる文字列としてモデル化され

るゲノムに対して，何をどこまで計測すればフェノームを得たと言えるのか（あるいはフェ

ノームのモデル）が明らかでないことがその原因の一つと考えられる． 

 私は，生物や生物のつくる「かたち」のフェノーム解析（＝過不足のない「かたち」のモデ

ル化・定量化）を目指し研究に取り組んでいる．広義には，「かたち」とは視覚・触覚を介し

て認識される対象の性質であり，様々な側面をもつ．そのうち比較的扱いやすい性質につい

ては理論や解析方法が整備されている．例えば，形態（form；平行移動と回転に対する幾何

学的不変量）や形状（shape；平行移動，回転及び拡縮に対する幾何学的不変量）の定量的な

取り扱いは幾何学的形態測定学において発展している．近年では，比較的均一だが無数の要

素からなる構造や分岐構造に対して位相的データ解析による定量化が活用され始めている．

一方，生物の「かたち」は有限だが多様な種類の要素が階層的に組み合わさった複雑な構造

を示すため，従来のアプローチではモデル化や定量化が難しいことが多い． 

 本講演では，葉の３次元輪郭を定量化する研究［1］と葉脈をネットワークとして定量化し

た研究［2］を紹介し，従来定量化されていない表現型を過不足なく定量化し，データ空間の

構造を調べ，モデルや定量化法の開発へ活かすことを議論したい． 

2  三次元葉縁再構築 

 葉は，植物の最も重要な器官の一つで，光合成や呼吸，蒸散など主要な生理学的プロセス

を担う．そのため生息環境に応じた様々な機能的ニーズを満たす多様な形態学的特性を示す．

しかし，葉形態は２次元（２Ｄ）的に定量化されることが多く，葉の機能の３次元（３Ｄ）側

面を十分には捉えられていない． 

 そこで，画像でのインスタンスセグメンテーションと曲線ベースの３Ｄ再構成を組み合わ

せることで３Ｄ葉縁定量化の方法を提案した［1］．まず，多視点画像のそれぞれに対して葉

一枚一枚を個別に認識するモデルを Mask R-CNNで作成した．得られた葉のマスク画像からは

簡単にその２次元輪郭が抽出できる．同時に，Structure from Motion（SfM）によりカメラ

の位置と向きと疎な点群を推定する．また，推定した個葉のマスク画像それぞれが多視点画

像間でどう対応するのかは自明ではないため画像間での葉のマッチングをおこなう．その後，

２次元輪郭のペアに対して３次元再構築［3］をおこなうことで小さな曲線片（曲線フラグメ

ント）を多数再構築する．最後に，B スプライン曲線フィッティングにより 3D 曲線フラグメ

ントを葉縁モデルとして閉曲線に統合する． 

 提案手法を適用した結果をシミュレーション及び実データを用いて検証したところ，１枚

の葉や個体を想定した複数の葉について再構築が可能であった．また，複雑な葉形態にも対
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応できる．例えば切れ込みのある葉や穴が空いている場合などでも再構築できた．ただし，

現状ではセレーションのような細かい構造や細長い葉の先端部などの高い曲率を持つ部分な

どでは精度が低下する． 

 本研究では，対象の構造に注目した２Ｄ/３Ｄの解析を組み合わせることで，点ベースのア

プローチでは計測が難しかった葉縁を捉えることに成功した．  

3  葉脈ネットワークの多様性と制約 

 植物の葉脈は水や光合成産物の輸送に関わるネットワーク状の構造である．特に，被子植

物の葉脈は階層的で複雑な葉脈構造を示し，分類の際にも注目する形質と考えられている．

こうした葉脈構造の評価は，比較的シンプルな計測値（長さ，直径，分岐角度，areole 面積，

単位面積あたりの長さなど）でおこなわれるケースが多い．しかし，本質的には輸送網（ネ

ットワーク構造）として定量化することが望ましい．そこで本研究では，葉脈構造をネット

ワークとして定量化するための手法を開発し，その有用性を示した［2］．提案手法は，画像

の取得， U-Net による葉脈の抽出，無向グラフへの変換，ネットワーク特徴量化，からなる． 

 デモンストレーションとして，まずネットワーク特徴量だけに基づき５種の葉を見分ける

ことができるかを検討したところ，およそ９０％の精度で見分けることができた．さらに，

葉脈構造特徴量の主成分分析の結果，ＰＣ１とＰＣ３の空間に１次元的なＵ字型の分布を見

出した．この曲線にそって葉脈の高次構造がツリー状からループ状に遷移していることがわ

かった．この分布パターンは先行研究［4］で理論的に予測された輸送効率，形成効率，損傷

に対するロバスト性の３つの機能的要請におけるパレート最適に対応する可能性が高い． 

 葉脈構造をネットワーク特徴量として定量的に評価したことで，データ駆動的にその潜在

空間を特定し，「かたち」の多様性と制約の理解へつなげることができた． 

4  「かたち」のフェノーム解析への挑戦 

 従来は定量化が困難であった表現型についても新たに手法を開発することで定量化でき

た．また，それによりはじめて観察・発見できる現象が存在することを示した．「かたち」

のフェノーム解析が実現すれば，これまで見過ごされてきた現象や他のオミクスデータとの

関連を見出すことができるかもしれない．「かたち」のフェノーム解析の実現を目指し，今

後も理論・技術・ツールの開発に取り組む．そして，「かたち」の定量化を必要とするあら

ゆる分野での課題解決に貢献していきたい． 
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1 概要
本研究では、深層学習手法である Variational Autoencoder（VAE）を用いて生物形態を定量化す

る新たな手法、Morpho-VAEを開発した。提案手法は、従来の形態定量化手法と比較して、形態特

徴量の抽出と欠損データへの対応に優れた汎用性を示した [1]。比較検証では、Morpho-VAEはラン

ドマーク法と同等の性能を持ち、従来法では得られなかった特徴量の抽出にも成功した。これによ

り、Morpho-VAEは形態解析の新しい可能性を拓く有望な手法であることが示唆される。

2 これまでの形態定量化手法について
形態の多様性の要因を形態から読み解くためには、形態の分析が重要であり、それによって形態の

変化を記述し、解釈することができる。しかしながら形態の違い万人には正確に伝えるためには、定

量的な指標で表現する必要性がある。Morphometrics は形態比較のために開発された定量的手法で

あり、特に計測対象のかたちを特定の点の集合に還元し、計測点同士の相対的な配置の情報を保持し

ながら解析を進める手法を Geomertic Morphometrics (以下、GM)と呼ばれている。GMは図 1に

示すように構成される。まず、計測対象をそのまま使うのではなく、数値やベクトルに変換する（図

1の#1）。そして、変換されたベクトルデータは高次元であるため、主成分分析などの次元削減手法

を用いて形態空間を構築する（図 1 #2）。その形態空間では、各軸が特徴量を表し、特徴量の変化を

見ることで、種などのグループを分ける特徴量を定量化することができる。
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図 1. GMの概略図。葉の画像は [2]から引用。
図 2. ランドマークの配置例。対象となる生物はクイチガイサ
ルボウガイ (Anadara inaequivalvis)

これまでに、#1のプロセスについてさまざまな手法が提案された。その一つがランドマーク法と

呼ばれるものである。ランドマークは解剖学的並びに生物学的に定義でき、かつ対象間で対応可能な

もので定義される。図 2は、Anadara inaequivalvisにおいて定義されたランドマーク 14個である。

ランドマークの個数は位置については、解析する研究者によって定義されるため、異なる研究者間で

の解析結果を単純に比較することが困難であること [3]。系統的に離れた対象間ではランドマーク法

が使えないこと [4]。さらに、欠損がある計測対象ではそもそも手法の適用が困難であるなどの問題

点が挙げられていた。
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3 提案する形態定量化手法と主結果
本研究では、これらの問題点を解決するために、変分オートエンコーダ（以下、VAE）を改良した

深層学習モデルMorpho-VAEを提案する。VAEは、入力データを低次元成分に圧縮するエンコーダ

（Encoder）と、圧縮された低次元成分から元のデータと同じサイズに再構築するデコーダ（Decoder）

から構成されている。さらに本研究では、低次元成分からラベルを推定する分類器を追加した (図

3)。この改良により、形態の特徴量を抽出し、それを用いて分類を行うことが可能となる。

今回我々は、霊長目の下顎骨などを用いて本モデルの性能検証を行った。その結果、ランドマーク

法に代表される他の GM 手法と同様またはそれ以上の性能を発揮した (図 4 B)。それだけでなく、

人工的に欠損を加えたデータに対しても、どのラベルに属しているのかを高い精度で分類だけでなく

欠損前のデータを復元することもできた (図 4 A)。また、解剖学的知見に則してラベルの判別するこ

ともわかり (図 4 C)、形態解析の新しい可能性を拓く有望な手法であることが示唆された。
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図 3. MorphoVAEの構成図。
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図 4. A. 人工的に欠損を加えたデータに対しても、復元する
だけでなく高い精度で分類できた。B. ランドマーク法などで
比較した場合、Morpho-VAE は同等の性能を発揮した。C.

Morpho-VAEが着目する部分は解剖学的知見に則している。
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Sinkhorn MDSによる形状汎関数の可視化
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1 概要
古代ローマの伝説アエネーイスに由来する「周長一定の形状の中で, 面積が最大のものは何か？」

という Didoの問題がある. この問題は,「形状空間 3周長一定の形状 7→面積 ∈ R」という形状汎関
数の最適化問題として解釈できる. このような問題は, 最適な「かたち」を探る問題として古来より
研究されてきた. また, 近年機械学習において非常に高次元であるロス関数の形状を可視化する研究
が盛んである [1]. 本講演では, 無限次元空間である形状空間を次元削減により二次元空間に射影する
方法を考察し, 形状汎関数の可視化へ応用する. 特に本研究では多次元尺度構成法（MDS）に基づい
た次元削減法を用いる. MDS とは, 与えらた距離や類似度から, その構造を保存するように Euclid

空間に射影する方法である. このMDSを形状群に対して適用するために, かたち同士の適切な距離
や類似度を導入する必要がある. そのための理論として, 近年では最適輸送理論が注目されている.

最適輸送理論とは, 確率測度間の距離（Wasserstein距離）や最適マッチングを与える変分問題の理
論である. このWasserstein 距離を用いたMDSによる次元削減法としてはWassmap [2] が知られ
ているが, 通常のWassserstein距離は計算コストが非常に高い. この問題を解決するために, 本研究
ではWasserstein距離を緩和した Sinkhornダイバージェンスに基づく Sinkhorn MDSを提案する.

この Sinkhorn MDSはWassmapに比べて計算コストが低い利点がある. 本講演ではまず Sinkhorn

MDSとWassmapとの収束誤差評価を確立し, Sinkhorn MDSを形状汎関数の可視化へ応用する.

2 正則化最適輸送理論と Sinkhornダイバージェンス
離散確率測度 µ, ν に対する輸送多面体 Π(µ, ν)およびコスト行列 C に対して, 相互情報量H(π) =∑N
i=1

∑M
j=1 πij log(πij/µiνj) に基づく正則化最適輸送は OTε(µ, ν) := min

π∈Π(µ,ν)
〈C, π〉 + εH(π) と

して定義される. ここで, 〈·, ·〉 は Frobenius 内積である. 正則化最適輸送は Sinkhorn–Knopp アル
ゴリズムにより, 高速な計算が可能となる. しかしながら, 正則化最適輸送はエントロピーバイア
ス, すなわち OTε(µ, µ) 6= 0となる現象が存在する. この問題を修正するために Sinkhornダイバー
ジェンス [3]が導入された. Sinkhornダイバージェンスは SDε(µ, ν) := OTε(µ, ν)− 1

2OTε(µ, µ)−
1
2OTε(ν, ν)として定められ, SDε(µ, µ) = 0を満たす.

3 Sinkhorn MDS

N 個の確率測度の組 {µi}Ni=1 に対して, Sinkhorn ダイバージェンスによる類似度行列を Aε :=

{SDε(µi, µj)}Ni,j=1 と定める. ここで, N ×N 単位行列を IN , 全ての要素が 1である N 次元の列ベ
クトルを 1N として, 中心化行列を HN = IN − 1

N 1N1T
N とする. さらに, Aε に対する Gram 行列

を Bε := − 1
2HNAεHN で定義する. Bε の固有値を λ1,ε ≥ · · · ≥ λN,ε として, 対応する固有ベクト

ルを v1,ε, · · · , vN,ε とする. また, pr(Bε)を Bε の重複度も含めた正の固有値の数とする. 射影先の
Euclid空間の次元 k ≤ pr(Bε)に対して, Sinkhorn MDSによる写像 Φε : {µi}Ni=1 → Rk を,

Φε(µi) =
(
λ
1/2
1,ε v1,ε(i), · · · , λ

1/2
k,ε vk,ε(i)

)
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で定める. ここで, Φ0 はWassmapによる写像に対応することに注意する.

4 主結果
本研究では以下の Sinkhorn MDSとWassmapの収束誤差評価を得た.

定理 1. N 個の確率測度の組 {µi}Ni=1 の各要素 µi (i = 1, . . . , N)は ni 個の点群からなる確率測度
とする. 任意の ε > 0および λk,0 > λk+1,0 なる k ≤ pr(B0)に対して, 以下が成り立つ.

1

N

N∑
i=1

‖Φε(µi)− Φ0(µi)‖2Rk ≤ 64λ1,0kN

(λk,0 − λk+1,0)2

{
log

(
max

i
ni

)}2

ε2 + 4k log

(
max

i
ni

)
ε.

さらに本研究では, double-well typeの形状汎関数を導入してその可視化の数値実験を行った. 形
状 Ω1,Ω2 に対して, Ω1 上一様分布に従う確率測度を µ1, Ω2 上一様分布に従う確率測度を µ2 と
したとき, 形状距離 d を d(Ω1,Ω2)

2 := OT(µ1, µ2) として導入する. このとき, 形状 A,B に対す
る double-well 型形状汎関数を F (Ω) := d(A,Ω)2d(B,Ω)2 で定義する. 本数値実験では, A := 円,

B := 正三角形として double-well 型形状汎関数の可視化を行った. 形状生成はまず, 円と三角形の
McCannの変位補間による補間形状を生成する. 次に, それらの Fourier級数展開による形状摂動を
加えたランダムな形状群を生成する. 生成したそれぞれの形状に対して, Sinkhorn MDSを適用する
ことで二次元 xy-平面上の点群に低次元化し, 形状汎関数の値を z 軸にプロットして可視化を行った.

また, 円が最大元となることが知られている周長拘束条件下における面積汎関数についても, 円のラ
ンダムな Fourier摂動によって同様に可視化を行った. 以下が面積汎関数および double-well型形状
汎関数の可視化数値実験の結果である.

図 1. 周長拘束条件下における面積汎関数の可視化 (ε = 0.01) 図 2. double-well型形状汎関数の可視化 (ε = 0.01)
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1 概要
本講演では 3次元 Euclid空間に埋め込まれた 2つのコンパクト曲面を定量的に比較するためのア

ルゴリズムを提案する. このために、曲面を対応する surface measureとみなし、それらの Fourier

変換を通じて定義される Sobolevノルムによって曲面間の弱い距離を与える. また具体的な計算例と
して、単位球面の区分的にのみなめらかな近似が真の曲面に収束することを数値的に検証する.

2 定式化
いま 3次元 Euclid空間 R3 上の有限 Borel測度 µが与えられたとき、その Fourier変換 µ̂は

µ̂(ξ) =

∫
R3

e−2πiξ·xdµ(x), ξ ∈ R3, (1)

で定義される. さらに、Fourier 変換は一般に緩増加超関数の全体 S ′(R3) へ拡張され、(1) は有限
Borel測度を S ′(R3)の元とみなした操作と考えてよい. このとき、実数 s ∈ Rに対してノルム

∥f∥Hs(R3) =

(∫
R3

(1 + |ξ|2)s|f̂(ξ)|2dξ
) 1

2

, (2)

が有限となる f ∈ S ′(R3) の全体を Sobolev 空間と呼び Hs(R3) で表す. ここでパラメータ s は、
s > 0のとき重み (1 + |ξ|2) s

2 が f に対する微分を、s < 0のとき f に対する正則化を意味する.

本研究では R3 上の Borel 測度のうち surface measure と呼ばれるクラスが重要な役割を果たす.

例えば、 R3 内における単位球面 S2 の surface measure σ とは、S2 の面積要素 dS に関する積分∫
R3

f(x)dσ(x) =

∫
S2
f(x)dS, (3)

を定め、その Fourier変換は

σ̂(ξ) =

∫
S2
e−2πiξ·xdS =

2π

|ξ| 12
J 1

2
(2π|ξ|). (4)

で与えられる. ただし、ここで関数 Jν は次数 ν の Bessel関数であり, Gamma関数 Γを用いて

Jν(t) =

∞∑
j=0

(−1)j

j!

1

Γ(j + ν + 1)

(
t

2

)2j+ν

, (5)

で書くことができる. このとき、 測度 σ の Fourier変換 (4)は級数表示 (5)により収束半径∞のべ
き級数であり R3 全体でなめらかな関数である. またより一般にコンパクト台を持つ緩増加超関数、
特にコンパクト曲面に対する surface measureの Fourier変換は R3 全体でなめらかであることが知
られている. この事実から、R3 内に配置されたコンパクト曲面間の比較をそれらに対応するなめら
かな関数で定義されるノルム (2)の計算として定式化することができる [1].
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3 数値計算法
Sobolev ノルム (2) を計算するために R3 上の積分をある正方形 D = [−ξmax, ξmax]

3 上の積分で
近似することを考える. 本研究では特に等間隔の格子

ξi,j,k = (ih, jh, kh), h =
2ξmax

M
, i, j, k = −M

2
, . . . ,

M

2
, (6)

における関数値で定義される 3次元の台形公式

∫
D

f(ξ)dξ ≈
M
2∑

i=−M
2

M
2∑

j=−M
2

M
2∑

k=−M
2

f(ξi,j,k)wi,j,kh
3, (7)

によって D 上の積分を近似する. ここで、重み wi,j,k は正方形の内部で 1、各面の内部で 1/2、各
辺の内部で 1/4、各頂点において 1/8である. このような有界領域上の積分による近似の打ち切り誤
差および台形公式による離散化誤差は、サンプルサイズM に加え正方形の直径を定めるパラメータ
ξmax と Sobolevノルム (2)の正則性を定める指数 sにより決定される.

4 数値計算結果
講演では図 1に示す単位球面 S2 の Icosahedral discretization [2]に対しその surface measureの

Fourier変換と厳密な結果 (4)とを Sobolevノルム (2)の意味で比較し、このような区分的にのみな
めらかな近似が真の曲面に弱い意味で収束することを数値的に観測可能であることを紹介する.

図 1. Icosahedral discretizationによる近似: 初期の正二十面体 (左)と各単体の細分によって生じる多面体 (右).

謝辞 本研究は JST CREST(課題番号:JPMJCR22P5)、JST ACT-X(課題番号:JPMJAX2106)、
および科研費 (課題番号:21K20325)の助成を受けたものである.

参考文献
[1] K. Koga, Computing weak distance between the 2-sphere and its nonsmooth approxima-

tions, SIAM J. Sci. Comput., 46 (2024), A360–A375.

[2] J. R. Baumgarnder and P. O. Frederickson, Icosahedral discretization of the two-sphere,

SIAM J. Numer. Anal., 22 (1985), 1107–1115.

日本応用数理学会 2024年度 年会 講演予稿集 (2024-09-14/16) Copyright (C) 2024 一般社団法人日本応用数理学会


	G3-1-1
	G3-1-2
	G3-1-3
	G3-1-4

