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1 Overview

Optimal risk sharing problem (ORSP) has become classical topics in economics, insurance

and finance (see Barrieu and El Karoui [1], [2] and Jiang [3], for example). In the insurance

context, considering two agents, agent A and agent B, agent A plays a role of an insured who

is interested in having an insurance protection against claims, and agent B plays the role of an

insurer. Let ξ a risky position of agent A.

To reduce the risk exposure, the agent A issues a financial derivative F and tries to sell F to

agent B for a price π. After the transaction, the risky position ξ is shared between agent A and

agent B. Therefore, they need to consider the optimization problem

inf
F∈L2(R)

{ρA(ξ − F ) + ρB(F )}, ξ ∈ L2(R),

with translation invariant and convex risk measures ρA and ρB .

We now move to a dynamic version. We are interested in solving the following optimization

problem

ess inf
F∈L2(R)

{ρAt (ξ − F ) + ρBt (F )}, 0 ≤ t ≤ T, ξ ∈ L2(R),

where ρAt and ρBt are translation invariant and convex dynamic risk measures defined by g-

expectation via BSDEs. That is, they are expressed as follows:

ρAt (ξ − F ) = −ξ + F +

∫ T

t

gA(s, ZA(s))ds−
∫ T

t

ZA(s)dWs,

ρBt (F ) = −F +

∫ T

t

gB(s, ZB(s))ds−
∫ T

t

ZB(s)dWs.

Then, it is well known that an optimal solution F ∗ to the (dynamic) optimal risk sharing

problem.

On the other hand, we are also interested in Double Barrier BSDEs (DBBSDEs) (see Harraj

et. al. [4], Hamadène et.al. [5] and Karouf [6], for example) as an application of BSDEs, written

by this form:

Yt = α+

∫ T

t

f(s, Ys, Zs)ds−
∫ T

t

ZsdWs + (K+
T −K+

t )− (K−
T −K−

t ),

Lt ≤ Yt ≤ Ut,∫ T

0

(Yt − Lt)dK
+
t =

∫ T

0

(Ut − Yt)dK
−
t = 0, 0 ≤ t ≤ T,

日本応用数理学会 2024年度 年会 講演予稿集 (2024-09-14/16) Copyright (C) 2024 一般社団法人日本応用数理学会

F3-3-1　 [研究部会 OS] 数理ファイナンス(1) 



where K±
t is continuous and increasing processes such that K±

0 = 0.

In practice, it is general that insurers and insured persons trade each other under some con-

straints. Therefore, combining DBBSDEs and ORSP, we are now tackling Optimal risk sharing

problem with constraints (upper and lower bound) in this study.

2 Disclaimer

Contents expressed or implied in this presentation are solely those of the author, and do not

represent the views of Mitsubishi UFJ Trust and Banking Corporation.
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離散時間最大値に依存する金融商品のデルタの計算
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1 概要
本講演では，確率微分方程式の解を株価のモデルとし，ペイオフが株価の離散時間最大値に依存す

る金融商品を考える．このような金融商品のデルタと呼ばれるリスク指標を，部分積分公式を用いて
計算する手法について述べる．

2 問題設定と既存結果
以下の確率微分方程式を考える：

Xt = x0 +

∫ t

0

b(s,Xs)ds+

∫ t

0

σ1(s)σ2(Xs)dWs, (1)

ただし，b : [0,∞)× R → R, σ1 : [0,∞) → R, σ2 : R → R, x0 ∈ Rとし，W は確率空間 (Ω,F , P )

上の一次元標準ブラウン運動とする．さらに時刻 t ∈ [0, T ]における株価 St を St = eXt とする．
0 < t1 < t2 < · · · < tn < T とペイオフ関数 f に対して EP [f(max1≤i≤n Sti , ST )]は離散時間バ
リアオプションの価格を表す．本講演では ∂

∂x0
EP [f(max1≤i≤n Sti , ST )]の値を計算する手法につい

て述べる．特に部分積分公式を用いて f の微分が現れない形でこれを表現する．
[1] では，このような確率変数に対する部分積分公式を導き，確率密度関数の性質を調べている．

また [2]では株価の連続時間最大値に依存するオプションに対して，デルタの計算のための部分積分
公式が示されているが，非常に複雑な形の部分積分となっており，数値計算を行う際のコストが大き
くなることが予想される．そのため今回は，比較的簡単な形で部分積分公式が与えられる [1]で用い
られたアイデアを修正し，部分積分公式を得た．

3 主結果
確率微分方程式 (1)の係数とペイオフ関数 f に対して，以下を仮定する．

仮定 (A)

(A1) b(t, ·) ∈ C2
b (R;R)が t ∈ [0,∞)について一様に成り立つ.

(A2) σ1(·) ∈ C0
b ([0,∞);R)で，ある c1 > 0が存在し |σ1(t)| ≥ c1 が全ての t ∈ [0,∞)に対して

成り立つ.

(A3) σ2(·) ∈ C2
b (R;R+)で，ある c2 > 0が存在し σ2(x) ≥ c2 が全ての x ∈ Rに対して成り立つ.

(A4) f ∈ C1
b (R2

+;R+).

定理 1 (A)を仮定する．このとき，ある可積分な確率変数 Hn が存在して

∂

∂x0
EP

[
f

(
max
1≤i≤n

Sti , ST

)]
= EP

[
f

(
max
1≤i≤n

Sti , ST

)
Hn

]
(2)

が成り立つ．

注意 2 定理 1において Hn の選び方は一通りではない．

日本応用数理学会 2024年度 年会 講演予稿集 (2024-09-14/16) Copyright (C) 2024 一般社団法人日本応用数理学会

F3-3-2　 [研究部会 OS] 数理ファイナンス(1) 



実際，Hn の構成については∫ ti

0

σ1(r)urdr = 1, 1 ≤ ∀i ≤ n,

∫ T

0

σ1(r)urdr = 1

を満たすような {ur, 0 ≤ r ≤ T} を選ぶ必要がある．そのためには，ur = vr

σ1(r)
, 0 ≤ r ≤ T とし，∫ t1

0
vrdr = 1, vr = 0, r > t1 となる v を選べばよい．

4 数値計算結果
以下に，アップアウトコールオプションのデルタを (2)を用いて計算した結果と，有限差分法を用
いてデルタを計算した結果を記載した：

上の図で，IBPは (2)を，FDMは有限差分法をそれぞれ使用しデルタを計算した結果である．横
軸はモンテカルロシミュレーションの回数を表している．部分積分による計算の方が安定した数値実
験結果を示していることが見て取れる．

参考文献
[1] T. Nakatsu, On density functions related to discrete time maximum of some one-

dimensional diffusion processes, Appl. Math. Comput., 441(Mar. 2023), Article 127672.

[2] E. Gobet, A. Kohatsu-Higa, Computation of greeks for barrier and look-back options

using Malliavin calculus, Electron. Commun. Probab., 8 (2003), 51-62.

日本応用数理学会 2024年度 年会 講演予稿集 (2024-09-14/16) Copyright (C) 2024 一般社団法人日本応用数理学会



わが国の発電事業者の卸電力取引の数理モデル
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1 概要
旧一般電気事業者（旧一電）の発電部門は，電力卸売の「内外無差別」のため，様々な条件の卸標

準メニューを公表している [1].どのような条件で電力卸売を行うかは，事業者にとって販売競争を左
右する重要な課題である．本研究では，わが国の卸電力取引の市場環境や慣習，旧一電への規制等を
考慮したうえで，事業者が取り得る電力卸売の契約条件を類型化し，その損益関数をモデル化する．

2 卸電力取引・燃料調達・ヘッジ取引に関する想定
卸電力取引として，相対契約と日本卸電力取引所 (JEPX) スポット取引を想定する（簡略化のた

め，同一エリア内の取引のみを想定する）．相対契約における契約期間のコマ数（1コマ 30分）をM

とする．ヘッジ取引は，東京商品取引所 (TOCOM) もしくは European Energy Exchange(EEX)

の電力先物・LNG先物を想定する．わが国の取引慣習をふまえて，相対契約の交渉（もしくは公募
と入札）が先に行われ，残った供給力がスポット市場に入札されるものとする．需給調整市場への応
札は行わないものとする．LNGは，簡略化のため，すべて時間のラグなくスポット調達できるもの
と仮定する．以下のノーテーションを用いる:

i 卸売の類型のインデックス．
k 卸売期間のコマのインデックス．
eik 卸売の類型 iのコマ k における取引電力量 [kWh]．eik ≥ 0とする.

πi 卸売の類型 iの損益関数．
pFix(i) 相対契約における固定単価 (類型 1, 2)，もしくは，燃料費調整前の卸売単価（類型 3）．
pSpotk コマ k の JEPXスポット価格．
fp
k コマ k を含む限月のヘッジ時点における電力先物価格．
lExDate 相対契約時点の LNGスポット価格．
lSpotk コマ k（を含む日）における LNGスポット価格．
f l
k コマ k を含む限月のヘッジ時点における LNG先物価格．
α 事業者が保有するガス火力発電所の熱効率．
s 通告変更権に対する対価．（対価（スイングオプション価値）の計算については [2]参照.）

3 電力卸売の類型と損益関数
1) 相対契約（固定単価）：卸売単価が固定で，燃料費調整や通告変更がない場合．(固定単価によ
る従量料金とは別に基本料金が設定される契約もあるが，ここでは考慮しない．)

π1 =

M∑
k=1

e1k(p
Fix(1) − 1

α
lSpotk ).

2) 相対契約（通告変更あり）：卸売単価が固定で，契約 kWの範囲で受給量を変更できる通告変
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更権（スイングオプション）がある場合．ただし，オプション対価 sは固定単価とは別に受け
取るものとする．また，小売電気事業者は経済合理的に最大限権利を行使するものとする．

π2 =

{∑M
k=1 e

2
k(p

Fix(2) − 1
α l

Spot
k ) + s, 　 pSpotk > pFix(2) のとき,

s, 　それ以外のとき.

3) 相対契約（燃料費調整あり）：卸売単価に燃料費調整がある場合．調整前の卸売単価を pFix(3)

とし，契約時点の LNGスポット価格 lExDate を基準として価格変動が調整されるものとする．

π3 =

M∑
k=1

e3k(p
Fix(3) − 1

α
lExDate).

4) 相対契約（スポット市場価格連動）：卸売単価がスポット市場価格連動の場合．

π4 =
M∑
k=1

e4k(p
Spot
k − 1

α
lSpotk ).

5) スポット市場入札：旧一電の発電部門は，相対契約で電力供給をした後の余剰供給力全量につ
いて，限界費用に基づく価格でスポット市場に入札する義務を課されている．また，燃料制約
を発生させない調達努力も求められている．限界費用について多くの旧一電が「LNGスポッ
ト調達等追加的な燃料調達価格を考慮した価格」の採用を表明しており，ここでは，LNGス
ポット価格から発電所の熱効率を用いて計算された燃料費を限界費用としてスポット売り入札
されるものとする．

π5 =

M∑
k=1

e5k(p
Spot
k − 1

α
lSpotk )+.

5′) スポット市場入札 (ヘッジあり）：スポット入札量の一部 e5
′

k について，電力先物と LNG先物
を使って，あらかじめスパーク・スプレッドを固定するヘッジ取引を行う場合 [3]．ヘッジでき
る量には先物の商品設計（商品の対象期間，対象エリア，ロード種別など）による制約がある．

π5′ =

M∑
k=1

e5
′

k (fp
k − 1

α
f l
k).

4 まとめ
本研究では，わが国の電気事業の市場環境を想定して，旧一般電気事業者の発電部門による電力卸

売を類型化し，その損益関数をモデル化した．今後の課題は，事業者の意思決定に資するように，各
類型のポートフォリオについて期待収益とリスクを計測する手法を提案することである．

参考文献
[1] 電力・ガス取引監視等委員会, 内外無差別な卸売の実施に向けた取組状況等について, 第 91回
制度設計専門会合事務局提出資料, 2023年 11月 27日.

[2] 遠藤, わが国の卸電力取引におけるスイング・オプションの価値評価, エネルギー・資源学会
論文誌, 41(2020), pp.233-242.

[3] Endo, M., Optimization of electricity futures and LNG futures trading under practical

constraints of power producers in Japan, JSIAM Letters, 16(2024), pp.41-44.
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バブルモデルにおけるオプション価格の数値的解法
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1 概要
株価が局所マルチンゲールであるが, マルチンゲールでないようなモデルをバブルモデルという.

このようなモデルにおいて,ペイオフが線型増大度を持つ場合 Black–Scholes方程式は複数の解をも
ち,デリバティブ価格は最小解として特徴づけられる. 有限差分法などの数値的解法においては境界
条件の与え方によって求まる解が決まるが, 最小解に対応する境界条件は一意に定まらず,いくつか
の方法 ([1],[2],[3])が提案されている. 本講演では,講演者が提案する解法 [4]を紹介する.

2 問題
株価を Y とし,リスク中立測度の下で以下の確率微分方程式に従うとする:

Yt = Y0 +

∫ t

0

σ(Yu)dβu. (1)

ただし β はブラウン運動であり,0は吸収壁とする. σ : I −→ (0,∞)は,局所的に 1/2-Hölder連続と
する. このモデルにおいて受け渡し時刻 T の先渡し価格は v0(t, y) := Ey[YT−t]で与えられ (Ey[·]は
Y0 = y > 0の条件の下での期待値とする), 以下の偏微分方程式を満たす:{

vt = − 1
2σ

2vyy,
v(T, y) = y.

(2)

偏微分方程式 (2)の解は classical solutionと呼ばれるが, 特に関数 v0 のようにペイオフの期待値で
表される解は stochastic solutionと呼ばれる.

バブルモデルにおいて偏微分方程式 (2)の解は複数存在する. たとえば,v(t, y) = y は v0 と異なる
解である:

v0(t, y) = Ey[YT−t] < y = v(t, y). (3)

不等号は Y が優マルチンゲールであることに因る. デリバティブ価格は偏微分方程式 (2)の最小解と
して特徴づけられる.

最小解 v0 が明示的に表されない場合, 数値的な解法に頼ることになる. 有限差分法など有界領域
[0, T )× (0, n]において数値的に偏微分方程式 (2)を解く場合,y = nにおける境界条件

v(t, n) = kn(t) (4)

を与える (あるいは vy(t, n) に関する条件を与えてもよい). この場合, 解の一意性が成り立ち,

問題は境界条件 kn の与え方に帰着される. ただし境界条件をペイオフの値 kn(t) = n とすれ
ば,v(t, y) = y が求まり最小解は得られない. 境界条件 kn(t)に対応する解を v(n) とする. たとえば
[1]は vy(t, n) = 0とし, [2]は kn(t) = 0とした. また [3]は偏微分方程式 (2)を変数変換により別の
偏微分方程式に帰着した.
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3 数値的解法 [4]

講演者の研究 [4]では y = nにおける境界条件として次を提案している:

v(T − t, n) = −2
d

dτ

∫ n

0

yv(T − t, y)
dy

σ(y)2
. (5)

これは n = ∞とすれば真の解 v0 が満たす条件である. また境界条件として

kn(t) = 2

∫ n

0

vo,n(τ, y)
dy

n
(6)

とすれば, 対応する解 v(n) は v0 ≥ v(n) をみたす. さらに v(n)(·, n) と kn は n → ∞ のとき真の解
v0(·,∞)に収束する. ただし,vo,n は nにバリアがあるノックアウト型フォワードの価格である.

これらは [5]で得られた結果を発展させたものである. [5]では 3次元ベッセル過程の Pitman定理
を用い,自社株の新規発行による資金調達を考慮した資金調達者にとってのデリバティブ価格を導出
した. たとえば,ブラウン運動 β に対して X を

Xt = X0 + βt +

∫ t

0

1

Xu
du (7)

とすればX は 3次元ベッセル過程であり,本稿の問題では Y = 1/X,σ(y) = y2 に相当する. Pitman

定理とは 3次元ベッセル過程 X を
Xt = Bt + 2Jt, Jt := inf

u>t
Xu (8)

と分解する定理であり,B は (X, J)が生成するフィルトレーションに関するブラウン運動である. [5]

では,非減少過程 J の増加を資金調達活動の結果とみなし,調達資金も資金調達者の資産価格過程に
考慮しデリバティブ価格を導出した. 境界条件 (6)に対応する解 v(n) はこの資金調達者にとってのデ
リバティブ価格であり, n → ∞とすれば (5)で n = ∞とした関係式が得られる.

謝辞 討論していただいた信州大学理学部乙部厳己准教授に感謝する.本研究は科研費 23K01466の
助成を受けたものである.
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