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1 概要
対称行列の固有値問題は Rayleigh商と呼ばれる実数値関数を, 単位球面の制約を課した上で最小
にする点を見つける問題として捉えられることが知られている [1, 2]. 単位球面のように Riemann

多様体という幾何学的構造を持つ制約を課した上で実数値関数を最小にする点を見つける問題は
Riemann 多様体上の最適化問題と呼ばれる. Riemann 多様体上の最適化問題を解くためのアル
ゴリズムとして, 最急降下法や共役勾配法や Newton 法と呼ばれる関数の勾配の情報を用いた手
法が数多く研究されている [1, 2]. 本発表では, Riemann 多様体上の最適化アルゴリズムとして
spectral-scaling Broyden familyに基づくmemoryless準 Newton法 [3]と呼ばれるアルゴリズムを
紹介し, その改良版の手法を提案する. また, 提案アルゴリズムの収束解析, および対称行列の固有値
問題への応用を通じて提案アルゴリズムの評価を行う.

2 Riemann 多様体上の最適化
(M, g) を Riemann 多様体とし, 点 x ∈ M における M の接空間を TxM で表し, M の接束を

TM で表す. 点 x ∈ M における接空間 TxM において Riemann 計量 g から定まる正定値内積を
⟨·, ·⟩x := gx(·, ·)と表すこととする. Riemann多様体上の最適化アルゴリズムの多くは Algorithm 1

のような枠組みで表される. ステップ幅 αk の仮定として Armijo条件やWolfe条件などが知られて
おり, アルゴリズムに応じて適切に選択する必要がある. Rはレトラクション [1, Definition 4.1.1]と
呼ばれる指数写像を一般化した写像である.

Algorithm 1 Riemann多様体上の最適化アルゴリズムの枠組み [2, アルゴリズム 7.1]

Require: 初期点 x0 ∈ M

1: η0 = −g0 = −gradf(x0).

2: for k = 0, 1, . . . do

3: ステップ幅 αk > 0を決定.

4: 探索方向 ηk ∈ Txk
M を決定.

5: xk+1 = Rxk
(αkηk)

6: end for

3 提案手法
本研究の提案手法は探索方向は以下の式 (1)で決定される [4, (21)].
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ただし γk−1 > 0, ϕk−1 ≥ 0, ξk−1 ∈ [0, 1], zk−1 ∈ Txk
M , sk−1 ∈ Txk

M である. 特に, zk−1 と sk−1

の計算には [4, Assumption 2.1]の仮定を満たす写像 T (k−1) : Txk−1
M → Txk

M を使用する. これ
らのパラメータの詳細な値については [4, Section 3]に記載されている. 式 (1)の探索方向は既存手
法である Riemann 多様体上の spectral-scaling Broyden family に複数の改良を施している. その
中の一つは, Euclid空間における既存研究 [5]で行われた改良を Riemann多様体へ拡張したもので
ある.

本発表では提案手法が適切な仮定の下で最適解に収束すること, すなわち

lim inf
k→∞

∥gk∥xk
= 0

を満たすことを紹介する.

4 固有値問題への応用
Riemann 多様体上の最適化問題の応用として対称行列の固有値問題がある. A ∈ Rn×n を対称行
列とする. このとき以下の制約付き最適化問題を考える.

目的関数 f(x) :=
x⊤Ax

x⊤x
,

制約条件 x ∈ Sn−1 := {x ∈ Rn : ∥x∥ = 1}

この最適化問題は単位球面上の Rayleigh商最小化問題と呼ばれ, 最適解が対称行列 Aの最小固有値
に対する固有ベクトルになることが知られている. 単位球面のレトラクションとしては指数写像を選
ぶことも可能だが, Rx(ξ) := (x+ ξ)/ ∥x+ ξ∥というレトラクションが数値実験において, より効率
的であることが知られている.

本発表では Riemann 多様体上の最適化アルゴリズムの既存手法である共役勾配法や spectral-

scaling Broyden familyなと提案手法を比較し, 提案手法が優れた性能を持つことを数値的に示す.
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1 先行研究
今野は 2019 年 [1]，量子ウォーク（QW）にもとづく時系列解析を導入した．すなわち，時刻 １

から時刻 nまでの時系列データが与えられたとき，パラメータが含まれる確率測度を用いてある評
価関数を定義する．その評価関数を最小にするパラメータを用いて時刻 n+ 1の予測値を求めるので
ある．

2 モデルの定義
我々は，先行研究のモデルを拡張し，データが連続な場合のモデルを以下のように提案した [2]．
まず，x ∈ R≥ = [0,∞)と p ∈ [0, 1]を固定し，それらに対し，R上の確率測度 {µx(y, p) : y ∈ R}

を導入する．そして，x ∈ R≥, p ∈ [0, 1]に対し，∫
R
yµx(y, p)dy = (1− 2p)x

を仮定する．さらに，この確率測度 µx(·, p)は，Z上の連続時間または離散時間 QWの弱収束極限
測度から得られるとする。
つぎに，[0, a]上のグラフ f(x)を固定する．ただし，a ∈ R> = (0,∞)である．このとき，評価関

数を

V (n)
a (p) =

∫ a

0

dx

∫
R
dy(y − f(x))nµx(y, p)

と定義する．そして，[0, a]の範囲で V
(n)
a (p)を最小にするパラメータ p∗ を探す．

3 主結果
簡単のため，

⟨xαfβ⟩ =
∫ a

0

xαfβ(x)dx (α, β ∈ R),

w = 1− 2p

とおく．

定理 1 連続時間 QW（CTQW）の場合，n = 2, 4のときの評価関数は以下のようになる．

V (2)
a (w) = ⟨f2⟩ − 2⟨xf⟩w +

a3

3

(
1

2
+ w2

)
,

V (4)
a (w) = ⟨f4⟩ − 4⟨xf3⟩w + 6⟨x2f2⟩

(
w2 +

1

2

)
− 4⟨x3f⟩w

(
w2 +

3

2

)
+

a5

5

(
w4 + 3w2 +

3

8

)
.
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n = 2の場合，Rの範囲で評価関数を最小にする pは，

p =
1

2
− 3

2a3
⟨xf⟩.

定理 2 離散時間 QW（DTQW）の場合，n = 2, 4のときの評価関数は以下のようになる．

V (2)
a (w) = ⟨f2⟩ − 2⟨xf⟩w +

a3

3

(
1−

√
1− r2 + w2

)
,

V (4)
a (w) = ⟨f4⟩ − 4⟨xf3⟩w + 6⟨x2f2⟩

(
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√
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)
− 4⟨x3f⟩

{
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+

a5
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√
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√
1− r2

(
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.

ただし、r ∈ (0, 1)．n = 2の場合，Rの範囲で評価関数を最小にする pは，

p =
1

2
− 3

2a3
⟨xf⟩.

これらの定理をもとに，CTQWと DTQWのそれぞれの場合において，具体的に f(x)を与え，数
値計算により [0, a]の範囲で評価関数を最小にするパラメータ p∗ を求め，提案したモデルが間違っ
た挙動をしないことを確認した．
予測値として，以下の 2種類を定義する．

m(W,n)(a, b) =

∫
R
y µb

(
y, p

(W,n)
∗ (a)

)
dy,

m̃(W,n)(a, b) = f(a) +

∫
R
y µb−a

(
y, p

(W,n)
∗ (a)

)
dy.

ただし，W ∈ {CTQW, DTQW}，p(W,n)
∗ はウォークがW の場合の評価関数を最小にするパラメー

タとする．
これを整理をすると，

定理 3

m(W,n)(a, b) =
(
1− 2p

(W,n)
∗ (a)

)
b,

m̃(W,n)(a, b) = f(a) +
(
1− 2p

(W,n)
∗ (a)

)
(b− a).

ただし，n ∈ Z>, b > a > 0.
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1 準備
初めにグローヴァーアルゴリズムの定義を述べる [1]. まず，IN は N × N の単位行列, |j⟩ は，

j + 1 番目の成分だけ 1 で，他の成分は 0 の単位ベクトルとする. さらに, 対角状態 |D⟩ は以下で定
義する.

|D⟩ = 1√
N

N−1∑
j=0

|j⟩ = 1√
N

T [1, 1, . . . , 1].

次に，グローヴァーアルゴリズムに対応する N ×N 行列 UN は，
UN = RDRf

で定義する．ただし，RD と Rf も N ×N 行列で，
RD = 2|D⟩⟨D| − IN ,

Rf = IN − 2|0⟩⟨0|

で定める．ここで，RD が一様に拡散させる作用に対応し，Rf がマークされたものの振幅の符号を
変える作用に対応している．このとき, UN は N ×N ユニタリ行列である.

定義 1 N ×N 行列 A の周期 T (A)は,

T (A) = inf
{
t ≥ 1 : At = IN

}
で与えられ，もし At = IN をみたす t が存在しないときは，T (A) = ∞ とする.

円分多項式を用いた議論より,グローヴァーアルゴリズムに対応する行列 UN の周期 T (UN )が得
られている [1].

命題 2 グローヴァーアルゴリズムに対応する行列 UN を考える．ただし，N = 2, 3, . . . とする．
このとき，UN の周期 T (UN ) は以下である．

T (UN ) =


4 (N = 2),

6 (N = 4),

∞ (N ̸= 2, 4).

一方, 絶対ゼータ関数は F1 上のゼータ関数とみなすことができる [2].

定義 3 多重 Hurwitzゼータ関数 ζr, 多重ガンマ関数 Γr をそれぞれ

ζr(s, x, (ω1, . . . , ωr)) =

∞∑
n1=0

· · ·
∞∑

nr=0

(n1ω1 + · · ·+ nrωr + x)
−s

,

Γr(x, (ω1, . . . , ωr)) = exp

(
∂

∂s
ζr(s, x, (ω1, . . . , ωr))

∣∣∣
s=0

)
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で定める.

定義 4 f : R → C ∪ {∞}に対して,

f

(
1

x

)
= Cx−Df(x)

を満たすとき, f は重さ D の絶対保型性を持つという. ただし, C ∈ {−1, 1}, D ∈ Z.

定義 5 f の絶対 Hurwitzゼータ関数 Zf , f の絶対ゼータ関数 ζf はそれぞれ

Zf (w, s) =
1

Γ(w)

∫ ∞

0

f(et) e−st tw−1dt,

ζf (s) = exp

(
∂

∂w
Zf (w, s)

∣∣∣
w=0

)
で定める.

さらに, 行列に対するゼータ関数を次のように定義する [3], [4].

定義 6 N ×N 行列 Aに対して, 行列ゼータ関数 ζA を

ζA(u) = {det (IN − uA)}−1

で定める.

重要なこととして, A が直交行列であるならば, その行列ゼータ関数 ζA は絶対保型性を持つ [3],

[4].そのため, UN についての絶対ゼータ関数を計算することができる.

2 主結果
まず, Z≥ = {0, 1, 2, . . .}とし,

∑
{(k,r)∈(Z≥)2 : k+r=ℓ}を

∑
k,r, また

∏∞
m=0

∏∞
r1=0,...,rN−2=0

∏∞
ℓ=0

を ∏と略記する. さらに, Pℓ =
∑

k,r α
kβr と置く. このとき, 次の定理が成り立つ.

定理 7 グローヴァーアルゴリズムに対応する行列 UN に対して,

ζζUN
(s) =

∏{
2

N−2∑
q=1

(rq + 1) + (ℓ+ 2)−m+ s

}(−1)N+mPℓ

.

この結果は, 黒川 [2] による絶対ゼータ関数の類似として, グローヴァーアルゴリズムに対する絶対
ゼータ関数 ζζUN

(s)が与えられたことを示している.
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量子ウォークのゼータ関数とその応用
赤堀 次郎 1

1 立命館大理工学部数理科学科
e-mail : akahori@se.ritsumei.ac.jp

1 概要
一直線のグラフ上のランダムウォークのゼータ関数とそれに対応する量子ウォークのゼータ関数

が, 遷移行列の固有値を具体的に求めること (cf.[1]) で計算できる。その複素関数としての性質を用
いてもとのランダムウォークおよび量子ウォークの漸近挙動を知ることができる (cf. [2, 3]). 本講演
では, 量子ウォークのゼータ関数 (cf. [4])に関する概説から初めて、上の結果について報告するほか,

多様な応用の可能性についてコメントする.
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