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磁性体中におけるトポロジカルソリトンである磁気スキルミオンが，2009年に実験的に観測され
たのを契機にして，実験と理論の両面から精力的に研究されている [1]．磁気スキルミオンは，学術
的な興味のみならず，次世代磁気メモリなどへの工業的応用も期待されている．
方向の異なる磁気モーメントを持つ二つの強磁性領域を隔てる磁気構造を磁壁と呼ぶ．磁壁もさま

ざまな工業的応用が提案され，盛んに研究されてきた．磁壁に吸収され，閉じ込められた磁気スキル
ミオンは，磁壁スキルミオンと呼ばれる [2–5]．磁壁スキルミオンは，磁気スキルミオンの工業的応
用に向けた大きな問題であった運動の制御性に関して優れた性質を持つ．そのため，通常の磁気スキ
ルミオンに代わる次世代磁気メモリの情報担体の有力な候補と考えられている．実験的にも，磁壁上
にスキルミオンが周期的にトラップされた，磁壁スキルミオン格子が観測されている [6]．
本研究では，反転対称性が破れた磁性体であるカイラル磁性体における磁壁スキルミオンの性質を

理論的に調べた．その結果，面内容易軸異方性と呼ばれる相互作用が存在する場合，模型のあるパラ
メータ領域において，特定の境界条件のもとでは磁気スキルミオンが磁壁に沿って周期的に閉じ込め
られた配位，すなわち磁壁スキルミオン結晶が基底状態として現れることがわかった．本講演では，
得られた磁壁スキルミオン結晶の性質や相図について報告する．
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図 1. 磁壁スキルミオン結晶. 左から，磁荷ベクトル，トポロジカルチャージ密度，エネルギー密度を表している．
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一般化したファジーエレメンタリセルオートマトンによるパタ

ーン形成 
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 本研究の目的は，ファジーエレメンタリセルオートマトン(FECA)の従来の多項式を用いた

構成方法を一般化し，その一般化 FECAの性質を解析することである． 

 数理モデルなどに用いられるセルオートマトン(CA)は有限個の値，例えば 2値{0,1}のみに

値を持つ離散力学系である．例えば，代表的な一次元 CAであるエレメンタリーセルオート

マトン(ECA)の時間発展は，写像 Fk: {0,1}3  → {0,1} によって定められている．ただし，添

え字 𝑘（0 ≤ 𝑘 ≤ 255）は，時間発展のルールを示す番号である[1]．典型的な交通流モデル

であるルール 184ECA では，この写像を 
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と表現できる．ただし，写像 F184: {0,1}3 →  {0,1}を 

u = F184(x, y, z) ⇔
xyz

u
 

と表現している． 

 CA が [0,1]の連続値に値を持つように拡張する操作をファジー化という．

上の式を例に説明すると，ファジー化とは，x, y, z および u がとる値を

{0,1}から連続区間[0,1]に拡張し，x, y, z ∈ {0,1} では，uは元の CA と同じ値

をとる力学系に対応させる操作である．このように連続化した CAをファジ

ーセルオートマトン(FCA)という．ECAの場合，この操作は，関数F184(x, y, z)

をx, y, zについて高々3 次の多項式として表現できることが知られており，

その振る舞いに関して研究がなされてきた[2,3]． 

 ところで，ECAの一つの特徴は，簡単な時間発展規則にも関わらず複雑な

パターン形成が見られることであり，これが数理モデルに用いられる一つ

の理由である（図 1）．しかしながら，時間発展の関数Fk(x, y, z)を高々3 次

の多項式としてファジー化を行った場合，時間発展で自明，単調な結果と

なる（図 2）．そのため，パターン形成など複雑なふるまいをする系の数理

モデルに用いることができない． 

 そこで，本講演では，Fk(x, y, z)を多項式以外の形に拡張し，ECA から複雑なふ

るまいをするファジーエレメンタリーセルオートマトン（FECA）を構成する一般的な手法を

提案し，その結果これらの FECAが実際に様々な興味深いパターンを生じることを示す．また，

(1)パターンによる FECA の分類，(2)ルールの混合，(3)ファジー化のパラメータの変化に対

するパターンの転移，などについても説明する．  

図 1. 30ECA 

図 2. 30FECA 
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具体的な構成方法は次の命題に示すとおりである． 

命題 （FECA の一般的構成法）：集合 𝛺 ≔ {𝑢(𝑥)│[0,1] → [0,1] ,  𝑢(0) = 0,  𝑢(1) = 1}，す

なわち，写像 [0,1]→[0,1] で，条件： 𝑢 ∈ 𝛺 → 𝑢(0) =  0,   𝑢(1) =  1）を満た

すものの集合を考える．このとき，𝐹𝑘をルール𝑘ECAに対する 3次多項式とし， 

      𝑔, 𝑢, 𝑣, 𝑤 ∈ Ω,  𝐹𝑘̃ (𝑥, 𝑦, 𝑧) ≔ 𝑔(𝐹𝑘(𝑢(𝑥), 𝑣(𝑦), 𝑤(𝑧))) 

   とすると，𝐹𝑘̃ はルール𝑘FECAの時間発展規則を与える． 

いくつかの例を示す．図 3は．ルール 184FECAのパターン形成のパラメータ依存性を示す．

図 4は，セルを 3つに限定しで 3次元上

にプロットを行ったもので，カオス系に

類似の特徴的な構造が見受けられる． 

 図 5は，二種の異なる ECA の線形結合

をとったもので，混合割合の変化による

1種の相転移現象と考えられる特徴的な

ふるまいを示すことがわかる． 

本講演ではこれらの例を中心に一般化

FECA の特性を考察したい． 
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図 3． 184FECA パターン形成のパラメータ依存性 

図 4. 43FECA の 3 次元プロット 

図 5. 184FECA と 90FECA の混合 
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2のべき乗を位数とする有限体上の可積分系
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1 目的・背景
ソリトン解や無限個の保存料を持つ可積分セルオートマトン（CA）には，箱玉系のように非線形

可積分系方程式の超離散化による構成がある [1]．一方，CAは有限集合上の離散力学系であるため，
自然な発想として有限体を用いた構成が考えられ，ソリトン的なふるまいをする F3 上の CAが構成
されている [2]．　本研究では可積分系を特徴づける Yang-Baxter方程式 [3]に基づき，有限体上の
CAを構成する．特に位数が 2のべき乗の有限体について考え，その特徴を考察する．

2 Yang-Baxter方程式
X を適当な集合として，

R : X ×X → X ×X

∈ ∈
(u, v) 7→ (f(u, v), g(u, v))

(1)

となる写像において，Rij (i, j ∈ {1, 2, 3}) を X ×X ×X の i番目の集合と j 番目の集合に，例え
ば，次のように作用するものと定義する．

R12 : X ×X ×X → X ×X ×X

∈ ∈

(u, v, w) 7→ (f(u, v), g(u, v), w)
(2)

このとき，次の式を Yang-Baxter方程式という．

R12R13R23 = R23R13R12 (3)

ただし，ここではスペクトラルパラメータ依存性は省略している．今回の研究ではスペクトラルパラ
メータに依存しない，Yang-Baxter関係式（組ひも関係式）を考察する．また，このような集合論的
な枠組みでは，Yang-Baxter 写像とも呼ばれる [4]．

3 関数関係式
セルオートマトン系の構成を考え，有限体 Fp 上の Yang-Baxter方程式を考察する．したがって，

(1), (2)式での u, v, w ∈ Fp である．R行列を与える写像 (u, v) 7→ (u′, v′)が次の形で与えられる
と仮定する．

u′ = v + f(u+ v), v′ = u− f(u+ v)

このとき，以下の命題が成り立つ．

命題 1. 写像 f が Yang-Baxter方程式を満たすための必要十分条件は，任意の x, y ∈ Fp に対して
次式が成り立つことである．

f(x− f(y)) = f(x) + f(x− f(y + f(x))) (4a)

f(y + f(x)) = f(y) + f(y + f(x− f(y))) (4b)
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以下，f は全単射である場合を考え，位数 pは 2のべき乗であるものとする．

命題 2. 位数 pが 4の場合，Yang-Baxter関係式を満たす関数 f の総数は 16 であり，8では 736 で
ある．

a ∈ Fp に対して，(4a), (4b) を満たす f のうち f(0) = a を満たす集合を Ωa とする．この時次
の命題が成り立つ．

命題 3. ∀a ∈ Fp, Ωa ' Ω0．

命題 4. f ∈ Ω0 ならば ∀x ∈ Fp, f(f(x)) = x．

命題 5. f がただ一組の互換 σ[i, j]であるならば，f は (4a), (4b) を満たす．

命題 6. ∀a, ∀b ∈ Fp, f := σ[a, b] ◦ σ[0, b] ◦ (f+b) ◦ σ[a, b] ならば f ∈ Ω0．ただし，f+b(x) := x+ b

とする．

4 可積分 CAの構成
R行列を用いた CAの構成を考える．F×N

p := Fp × Fp × · · · × Fp に値をとる状態が離散的に時間
発展するとする．時刻 t の状態を xt := (xt,1, xt,2, ..., xt,N ) ∈ F×N

p とし，xt+1 の値は，図 1 のよ
うに R行列を用いて定まるとする．

図 1. R行列による状態 (xt,1, xt,2, ..., xt,N ) ∈ F×N
p の時間発展規則.

この可積分 CA について，位数が 4,8 の場合のこの CA の時間発展を調べ，以下の予想と定理を
得た．

予想 7. この CAでは，任意の初期値，初期境界値，状態数 k に対して周期 4である．

定理 8. 位数が 4の場合には予想は正しい．

本講演ではこうした命題や定理について，証明とその後の展開について述べる予定である．
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群集を表現する数理モデルとしての 5近傍セルオートマトンについ
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1 概要
近年，群集事故発生件数の増加に伴い，群集に関する研究は盛んになっている [1]．群集事故は高

密度下で発生しやすいが，高密度下の実験を行うことは，研究倫理の観点から困難である [2]．その
ため，群集を表現する数理モデルのシミュレーションや解析の重要性が増している．数理モデルの 1

つにセルオートマトンモデルと呼ばれるものがある．このモデルは，全ての変数が離散的であるた
め，コンピュータで誤差なくシミュレーションできるという利点がある．
本発表では，5 近傍セルオートマトンと呼ばれるセルオートマトンモデルの 1 つについて紹介す

る．また，そのうちの PCA5-40および PCA5-59について解析を行なったところ，これらのモデル
が群集を表現するために必要な性質を持つことが明らかになったので，このことについて報告する．

2 5近傍セルオートマトンモデル
数理モデルの中でも，セルオートマトンモデルは非常に単純なモデルであるにも関わらず，複雑な

現象を再現できることが知られている．Wolframは，3近傍セルオートマトン（ECA：Elementary

Cellular Automaton）を複数のクラスに分類し，その中でも，ECA184が交通流における自由相か
ら渋滞相へと遷移するという重要な性質を示すことを明らかにした [3]．近年，5近傍セルオートマ
トンが注目されており，特に，粒子数が保存されるような粒子セルオートマトン (PCA：Particle

Cellular Automaton)と呼ばれる系の研究が進められている [4]．5近傍粒子セルオートマトンは，
un+1
j = un

j + q(un
j−2, u

n
j−1, u

n
j , u

n
j+1)− q(un

j−1, u
n
j , u

n
j+1, u

n
j+2) (1)

と表せることが知られている．ここで，un
j は時刻 nにおける位置 j における状態変数 un

j ∈ {0, 1}を
表し，q(un

j−2, u
n
j−1, u

n
j , u

n
j+1)は流入，q(un

j−1, u
n
j , u

n
j+1, u

n
j+2)は流出を表している．また，un

j = 0

はセル内に粒子が存在せず，un
j = 1 はセル内に粒子が存在することを表している．Okumura ら

は，全ての 5近傍粒子セルオートマトンにルール番号を与えており，本研究では，PCA5-40および
PCA5-59に着目した．例として，PCA5-40は次の真理値表を満たす流量で構成される．

1111 1110 1101 1100 1011 1010 1001 1000

0 1 1 1 0 0 1 1

0111 0110 0101 0100 0011 0010 0001 0000

0 0 1 1 0 0 0 0

表 1: PCA5-40 の流量 q(w, x, y, z) が満たす真理値表. 表に含まれる 4 つ並んだ数は入力 w, x, y, z

を表しており，その下には入力 w, x, y, z に対応する出力 q(w, x, y, z)が示されている．
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3 基本図
交通流や群集の流れを特徴づける代表的なものとして，基本図と呼ばれるグラフが知られている．

基本図は横軸に密度，縦軸に流量を取るグラフであり，セル数をK とすると密度 ρおよび流量 q̄n は
それぞれ次のように与えられる．

ρ =
1

K

K∑
j=1

un
j , q̄n =

1

K

K∑
j=1

q(un
j−1, u

n
j , u

n
j+1, u

n
j+2) (2)

図 1は，PCA5-40および PCA5-59を周期境界条件の下で数値計算を行い，式 (2)を用いて得られ
た基本図である．図 1 より，どちらの基本図も 2 つのピークがあることがわかる．この性質は，群
集の流れにおいても観測されており，2つのピークの高さは異なることが知られている．図 1(a)は
ECA184 の基本図に対して高密度下でもう 1 つのピークが与えられたものになっている．実際に，
PCA5-59 における動く粒子のパターンは {10, 1110} であり，ECA184 では {10} のみである．こ
のことから，パターン {1110} によって 2 つ目のピークが得られることが明らかになった．また，
PCA5-40では動く粒子のパターンは {10, 100, 1110}であり，これは PCA5-59における粒子の最高
速度を 2へと拡張したものになっている．したがって，PCA5-40は ECA184の拡張となっており，
群集を表現するモデルとして必要な性質を持つことが明らかになった．本講演では，数値計算だけで
なく超離散方程式を用いた解析についても取り扱う．
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(a) PCA5-59から得られた基本図
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(b) PCA5-40から得られた基本図

図 1: 5近傍セルオートマトンのシミュレーションから得られた基本図

謝辞 本研究は，京都大学とトヨタ自動車の共同研究プロジェクト「モビリティ基盤数理の研究」の
支援を受けている.

参考文献
[1] Schadschneider, A., Chraibi, M., Seyfried, A., Tordeux, A., and Zhang, J. (2019)., Crowd

Dynamics, 1, 63–102.

[2] Helbing, D., Johansson, A., and Al-Abideen, H. Z. (2007)., Phys. Rev. E, 75(4), 046109.

[3] Wolfram, S. (1986)., Advances in applied mathematics, 7(2), 123–169.

[4] Okumura, T., Matsukidaira, J., and Takahashi, D. (2013)., J. Phys. A, 46(29), 295101.

日本応用数理学会 2024年度 年会 講演予稿集 (2024-09-14/16) Copyright (C) 2024 一般社団法人日本応用数理学会


	G1-2-1
	G1-2-2
	G1-2-3
	G1-2-4

