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1 はじめに
本研究では, ゲーリッツ不変量を用いた結び目データ解析の手法を提案する. 位相的データ解析

（TDA:Topological Data Analysis）では, 点群データが有する穴の構造に着目し, 位相的特性を捉え
るためにパーシステントホモロジー群を用いるが, 点群データが潜在的に有する結び目構造を抽出す
るものではなかった [1, 2]. そこで, 本研究では, 結び目理論で提案されている位相不変量のひとつで
あるゲーリッツ不変量を活用して, 点群データが潜在的に持つ結び目構造を解析する手法を提案する.

2 提案手法
本節では, 位相不変量のひとつであるゲーリッツ不変量を用いた点群データ解析の手法について述

べる. 本研究で用いるゲーリッツ不変量とは, 白黒彩色された結び目図式の交差点に符号を与えるこ
とでゲーリッツ行列を構成し, その行列を元に計算する不変量のことである.

なお, 入力するデータは, ユークリッド空間 R3 における有限個の点の集合 P = {p1, p2, . . . , pn}
で与えられる点群データとする.

入力された各点群の半径を時間発展させることでマルチスケールの Cech複体を構成する手順まで
は, 先行研究であるパーシステントホモロジーを用いた位相的データ解析と同様である. しかし, 本研
究で提案するゲーリッツ不変量を用いた結び目データ解析では, 点群の半径を離散的に時間発展させ
た際の各フィルトレーションステップにおいて接続されているエッジから結び目図式を抽出し, ゲー
リッツ不変量のステップごとの変化を出力することにある. なお, 閉路内で交差点を持つ単体的複体
が構成された場合にゲーリッツ不変量を定義するものとする [3].

以下では, ゲーリッツ不変量について概説する.

2.1 結び目図式の白黒彩色と符号
結び目図式の白黒彩色とは, 結び目図式の各領域を, 隣接する領域が異なる色（たとえば白と黒）で

塗られるように色分けすることである.

結び目の交差点に対して, 以下のように符号を与える：

1) 右上から左下にかけて結ばれているエッジが, 左上から右下にかけて結ばれているエッジの上
を通る場合, その交差点に +1 の符号を与える.

2) 上記の逆の場合, その交差点に -1 の符号を与える.

2.2 ゲーリッツ行列
ゲーリッツ行列 G は, 結び目図式で黒塗りされた各交差点における符号和を行列表示したもので
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ある. ただし, 行列の対角成分は, 符号和に-1を乗じたものとする.

2.3 ゲーリッツ不変量
ゲーリッツ不変量は, ゲーリッツ行列の行列式の絶対値で与えられる位相不変量である.

3 数値実験
本研究で提案した手法と, 従来のパーシステントホモロジーによる位相的データ解析の出力結果の

相違を確認するために数値実験を行った.

結果として, P1 = {(0, 10), (5, 5), (10, 0), (5,−5), (0,−10), (−5,−5), (−10, 0), (−5, 5)}, P2 =

{(0, 10), (5, 5), (10, 0), (5,−5), (0,−10), (−5,−5), (−10, 0), (−5, 5), (2, 10), (7, 5), (12, 0), (7,−5),

(2,−10), (−3,−5), (−8, 0), (−3, 5)} の 2 つの点群データについて,パーシステントホモロジーによ
る位相的データ解析では同一の結果を出力したのに対し,ゲーリッツ不変量を用いた結び目データ解
析では異なる出力結果を返した.

4 まとめ
本研究では, ゲーリッツ不変量を用いた点群データ解析手法を提案し, 具体例の計算から, パーシス
テントホモロジーを用いた位相的データ解析では判別できない点群データを判別できることを確認
した.

一方で, 出力結果の頑健性の保証や膨大な点群データに適用する際の計算コスト削減などが今後の
課題である.
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1 はじめに
細胞画像のセグメンテーション・トラッキングは生命科学画像解析の重要なテーマである。特に胚

細胞の時系列データでは位置や体積といった 3次元情報取得のため、3次元セグメンテーション・ト
ラッキング技術が有用である。本発表ではパーシステントホモロジー（PH）に基づく胚細胞膜画像
のセグメンテーション技術を導入し、簡単なトラッキング手法と組み合わせて胚細胞の時系列データ
解析に応用する。主に 8細胞期の解析結果を取り上げ、発展的内容として多細胞期の解析についても
述べる。本稿で省略する PHを適応する部分以外の画像処理は講演で紹介する。

2 2次元画像処理の流れ
2次元画像においては膜部分が周囲より高輝度であるため、sublevel filtration PHのH0 で検出を

行う。得られたバーを HomCloud[1]の逆解析機能で元の画像内の volumeに対応させる。検出され
た volume部分を塗りつぶせば細胞部分が 1、外部が 0の 2値マスク画像が作成でき、volumeの輪
郭を用いれば膜部分の強調ができる。8細胞期では前者を用いて、3次元画像解析の入力を作成する。

3 3次元画像処理の流れ
2 次元の 2 値マスク画像がスライスごとに作成された状態から解析を始める。z 方向の解像度が

xy 方向より粗い場合は同じスライスを繰り返すことで対応し、3次元全体で distance transform後
に PHを計算する。類似手法として [2]があるが、これは細胞輪郭を入力とするため H2 に注目した
のに対し、今回は中実のデータを用いるため H0 に注目する。検出したバーの birth positionをマー
カーとして watershedセグメンテーションを行うことで 3次元セグメンテーションが完了する。

4 8細胞期時系列データの結果
手法の評価のため 8細胞期胚細胞膜画像の時系列データ（全体で 34枚の 3次元画像）を解析した。

まず、今回のデータでは適切なパラメータセットが存在して 34枚すべてで 8つの細胞が検出できる
ことを確認した。さらに実用性の評価として、3次元の PH計算後のバーの選択のためのパーシステ
ンスの閾値の調整について議論を行い、各時点における生成点が −10未満で k 番目に長いバーの長
さを Pk(t)と書くとき、P8(t)と P9(t)の差が平均して細胞サイズの 1/2程度確保されていることを
確認した。パラメータ調節の妥当性を裏付ける結果である（図 1）。さらに最小重み最大マッチング
に基づくセグメンテーション結果のトラッキングを行い、PlantSeg[3] を用いた先行研究 [4] と比較
した結果、共通して中心部分の細胞の体積が他より小さいという一貫性のある結果が得られた。

5 発展的内容:多細胞期画像解析
多細胞期の画像では 8細胞期のような明確な 3次元構造がなく、目視でも正確なセグメンテーショ

ンが難しいため、個別のセグメンテーションを正確に行うことを目指すのは困難である。しかしなが
ら形状が複雑な多細胞系ではマニュアルでの解析に労力を要するため、細胞数や平均体積といった集
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図 1. 生成点が −10 未満の 8 番目および 9 番目に長いバーの長さ。今回のデータでは 34 枚すべてに対応できるパラメータ
セットが存在する。また 2つのグラフの間には十分な差がある。

団の指標を計測することにも意義がある。今回導入した手法を改変して適応し、評価を行う。2次元
では検出された volumeの輪郭を利用した膜の強調を行い、連結成分として細胞部分を検出する。3

次元ではまず、隣接するスライス間で重なった成分を利用してグラフを作成し、METIS[5]を用いた
分割を行う。その後、分割が不十分な結果に対して 3次元 PHを適用することで解析を完了する。結
果として細胞数に関して先行研究 [6]とほぼ同様の結果を得たほか、平均体積についても同様の傾向
が確認できた。
また、トラッキングに関して、8細胞期と異なり、多細胞期では結果を目視で確認することが困難

であるため、適切なトラック結果を抽出する方法が必要である。多細胞期には細胞体積が徐々に増加
し、元の 2倍程度になると分裂して半分になるという性質があるため、トラック結果の体積のグラフ
にこの性質が確認できることは良い指標になる。実際に先行研究のセグメンテーション結果に対し最
小重み最大マッチングによるトラッキングを実施し、このパターンを確認した。

謝辞 8細胞期の画像データは Dr. Dimitri Fabrègesからご提供いただいた。
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1 概要
パーシステントホモロジー（PH）は, 位相空間の有限部分集合から元の位相空間のホモロジーを

推定する手法であり, 視覚的に判断できないデータの位相的性質を数値的に調査できる. 本研究では,

リカレントニューラルネットワークを用いて学習される高次元力学系に焦点を当て, 力学系の漸近的
振る舞いを理解する上で重要な不変集合の位相的性質を PHを用いて調査する. 特に, 学習に用いる
データ数の変化に伴って不変集合がどのように変化するかを分析し, 力学系の学習の安定性について
議論する.

2 背景
力学系は状態の発展規則を定め, 様々な現象のダイナミクスを定式化する. 観測データから力学

系を学習することで, 未知のダイナミクスの予測・制御に応用できる. 特に, Echo State Network

(ESN) を用いた手法 [1] は, その単純さから理論研究と応用研究の双方から注目されている. これま
で, 力学系の学習結果の収束性については研究されてきたが, 有限データでの理論的保証は未解決の
課題である [2]. ESNで学習した力学系は高次元であり, 力学系の不変集合の全体像を視覚的に把握
しにくいという課題をもつ. そこで本研究では, 位相的データ解析を用いて高次元力学系の不変集合
を定量化し, 有限データでの ESNによる学習結果を調査する.

位相的データ解析では, データがもつ形の情報を定量化する. パーシステントホモロジー (PH) [3]

は, 位相空間の有限部分集合から, 元の位相空間における連結成分, 穴, 空洞といったホモロジーの情
報を近似的に定量化する位相的データ解析手法の一つである. PH の出力結果をベクトル化すること
で, PCAによる可視化や統計的処理に利用できる (図 1).

図 1. パーシステントホモロジーを用いた位相的データ解析の概要.

3 手法
真の力学系 f◦ : Rnd → Rnd の軌道 {f i

◦(d)}i∈N (d ∈ Rnd) を用いて, ESN の状態 r ∈ Rnr の
発展規則を ri+1 = tanh[Af i

◦(d) + Bri] で定めた. ここで, 行列 A ∈ Rnr×nd , B ∈ Rnr×nr は
ESN のパラメータであり, 各成分はそれぞれ区間 [−1, 1], [−0.5, 0.5] 上の一様分布から独立にサ
ンプルした. tanh は成分ごとに作用する. データを T 個用いて ESN で学習した力学系 fT を
fT (r) = tanh[(AWT + B)r] で定めた. ここで, WT = [fT0

◦ (d) · · · fT0+T−1
◦ (d)][rT0 · · · rT0+T−1]+
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とした. X+ は行列 X の擬似逆行列を表す.

力学系 fT の不変集合からのM 個の点のサンプルの近似として, Ds[fT ] = {fN
T (r

(s)
i )}Mi=1 (N,M ∈

N)を用いた. ここで x
(s)
i ∈ Rd (i = 1, . . . ,M)は乱数シード sのもとで [−2, 2]nr 上の一様分布から

独立にサンプルした. Ds[fT ]を入力として, 図 1の流れでパーシステントホモロジーとパーシステン
トイメージを使用して算出したベクトルを v(Ds[fT ])で表す. 学習に用いるデータ数 T と乱数シー
ド s を変更して得られたベクトルの集合 {v(Ds[fT ])}s,T を用いて PCA を実行し, 各 v(Ds[fT ]) の
第 1, 2主成分をプロットした.

4 結果
ESN で学習した力学系 fT (T = 0, . . . , 9) について, 定量化の結果と近似誤差との対応を図 2 に

示す.

図 2. {v(Ds[fT ])}s,T に対する PCA の結果と力学系の近似誤差との対応. 真の力学系 f◦ はリミットサイクルをもつ
nd = 2次元力学系とし, nr = 5次元の ESNを用いた. また, N = 103,M = 102, s = 1, . . . , 10とした.

近似誤差は学習データの数の増加に伴って減少した (図 2-下). 一方, ESNで学習した力学系 fT の
位相的性質 (図 2-上)は, 未学習の場合 (T = 0, 赤丸)から遠ざかってからその後一度戻った (T = 5).

この傾向は学習に利用した ESNのパラメータ A,B によらずに再現された. 学習した 5次元力学系
の不変集合の位相的性質を, ヒューリスティックな射影や縮約を行わずに評価している点に注意され
たい. 本講演ではこの結果について, 力学系の学習の安定性の観点から考察する.

謝辞 本研究は, JSPS 科研費 JP20H00596, JP22K18419, JP24K15161, JST CREST JP-
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