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1 概要
近年，制御入力付きリザバー計算 (RCMC)を用いた力学系の予測モデルにおいて，周期軌道の領

域での学習で，未学習の分岐構造やカオス領域での力学構造を予測できることが報告されている [1]．
我々は，制御入力付きエクストリームラーニング (ELMC)を提案し同様の予測ができることを示し
ている [2]. 本研究では，このような周期領域や準周期領域での学習で分岐構造やカオス領域での挙
動を予測することを「越分岐予測」と呼び，その学習メカニズムを解析する．本発表では，一般化し
た制御入力付き学習モデルを定義し，多次元の制御入力に対してモデルの出力が学習したパラメータ
点の出力の線形補間で表されることを理論的に示し，数値実験によって検証した結果を報告する．

2 制御入力付き学習モデル
RCMCや ELMCを包括的に表現するために一般化した学習モデルを定義する．モデルは N 個の

ニューロンから構成され，N 次元のリカレント入力 r，M 次元の外部入力 x, K 次元の制御入力 c

に対して，M 次元の出力 y を次式で定義する．

yi(r, x, c) =

N∑
j=1

Wi,juj(r, x, c) (i = 1, 2, · · · ,M) (1)

uj(r, x, c) = ϕj(r, x) + gj

(
ψj(r, x) +

K∑
k=1

Cj,kck

)
(j = 1, 2, · · · , N) (2)

ここで, W は，M ×N 行列，uj , gj は，j 番目のニューロンの出力と活性化関数，ϕ, ψ は，それぞ
れ N 次元出力の関数，C は，N ×K 行列である．学習対象はW とし，他のパラメータは予め乱数
などを用いて設定されているとする．W の学習では，出力 y とその教師信号との平均二乗誤差を最
小化するW を求める．
この学習モデルは，A を N × N 行列, B を N ×M 行列, d を N 次元ベクトとし, ϕ(r, x) = 0,

ψ(r, x) = Ar + Bx + d, r(t + 1) = u(r(t), x(t), c) とすると，RCMC に対応する．このとき
ϕ(r, x) = −r, ṙ(t)/γ = u(r(t), x(t), c) とすると，文献 [1]で微分方程式の学習に用いられた RCMC

に対応する．また，ϕ(r, x) = 0, ψ(r, x) = Bx+ dとすると ELMCにも対応する．

3 線形補間による越分岐予測
関数 u(r, x, c)について，制御入力 cに関する制御入力の空間での線形補間を示すことで，RCMCや

ELMCの出力に関する線形補間を導出することができる. 対象とする力学系の S 次元 (1 ≤ S ≤ K)

のパラメータ空間を P ⊆ RS とし，K 次元の制御入力の空間の S + 1 点, c(0), c(1), · · · , c(S) に
おいて，P 上の S + 1 点, µ(0), µ(1), · · · , µ(S) ∈ P での関数 u を学習できており， ベクトル
v(j) = c(j) − c(0)(j = 1, 2, · · · , S) は，互い独立であるとする．このとき制御入力の空間の点
c′ = c(0) +

∑S
j=1 ξj v

(j) でのモデルの出力 y は，S 次元の係数ベクトル ξ = (ξ1, ξ2, · · · , ξS)に関す
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る線形近似で

yi(r, x, c
′) ≃ yi(r, x, c

(0)) +

S∑
j=1

ξj

(
yi(r, x, c

(j))− yi(r, x, c
(0))
)

(3)

と表すことができる．つまり，線形近似が成り立つ範囲において，モデルの出力は，学習済みの
c(0), c(1), · · · , c(S) 点の出力の線形補間となる．学習対象の力学系のパラメータの次数が 1次の場合
は，µ(c′) ≃ µ(0) +

∑S
j=1 ξj(µ

(j) − µ(0))と表せ，ξj の外挿により越分岐予測を行うことができる．

4 数値実験
多次元の制御入力による越分岐予測の例として，サークルマップ θn+1 = θn + µ1 − µ2

2π sin(2πθn)

の２次元のパラメータ空間に越分岐予測を適用して回転数を算出した．学習モデルは ELMCを用い,

N = 200,M = 1,K = S = 2, 活性化関数 gj を tanhとし，係数行列 C は，|Ci,j | < β の範囲でラ
ンダムに設定した．図 1(a)は，元の力学系の回転数であり，青，緑，赤のマーカーの３点が学習点
である．β = 10−6 の場合の予測結果を，図 1(b)(制御入力の空間), 図 1(c)(パラメータ空間に座標
変換して表示) に示す．マーカーは学習点に対応する制御入力を示している．β = 10−3 の場合は，
学習点ではより高い精度で学習できたが，パラメータ空間の構造は再現できなかった．結果として，
β = 10−6 の場合にパラメータ空間の構造をよく再現できた．

(a) 予測対象 (パラメータ空間) (b) 予測結果 (制御入力の空間) (c) 予測結果 (パラメータ空間)

図 1. サークルマップのパラメータ空間での越分岐予測の例 (β = 10−6)

5 まとめ
本研究では，越分岐予測の概念を提示し，制御入力付き学習モデルの一般式においてモデルの出力

が既学習点の線形補間で表されることを導出した．数値実験においては，サークルマップの越分岐予
測の例を示した．線形補間が成り立つ係数の範囲や誤差の解析は次の課題の一つである．

謝辞 本研究は, JSPS科研費 JP22K12197, JST CREST JPMJCR17A4の援助を受けた.
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化学反応ネットワークにおける構造分岐解析の一般化
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1 概要
細胞内の化学反応はネットワークを形成し、物質の濃度変動を引き起こす。この力学系における分

岐現象は、細胞分化などの定性的変化に繋がっている。 化学反応ネットワークにおける分岐現象を
理解するために、ネットワークの構造から分岐の発生条件と振る舞いを決定する「構造分岐解析」と
いう理論が構築されたが、保存量を持つシステムへの適用は未解決だった。本研究では、構造分岐解
析とヤコビ行列の関係を解明し、適用条件を一般化した。

2 構造分岐解析（Structural Bifurcation Analysis）
まず、構造分岐解析について説明する。M 種の分子種 {Xm}Mm=1 と N 個の反応

Rn : ν−1nX1 + · · ·+ ν−MnXM −−−−−→ ν+1nX1 + · · ·+ ν+MnXM (n = 1, 2, . . . , N) (1)

から成る化学反応ネットワーク（CRN）を考える。各物質の濃度を並べたベクトルの x ∈ RM を状
態変数とし、反応速度関数を r ∈ C2(RM ×RN ,RN )とすると、系が従う微分方程式は次のように与
えられる。

ẋ = ν r(x;k) =: f(x;k) (2)

ただし、ν ∈ RM×N であり、νmn := ν+mn − ν−mn であると定義する。各反応 Rn の速度関数はパラ
メータ kn に依存するが、特定の関数形は仮定しないものとする。
ker ν の基底 {ck}Kk=1 を並べた行列を C、ker ν⊺ の基底 {dl}Ll=1 を並べた行列を D とする。正方

行列Aを次のように定義する。

A :=

(
∂xr C
D⊺ O

)
∈ R(N+L)×(M+K) (3)

左上の ∂xr が正か負かゼロかについては CRN構造のみから決定できる。C とDについても ν のみ
から決まるため、Aは CRNのトポロジーのみで決められる。

定理 1（Okada, Tsai, et al. (2018) and Okada, Mochizuki, et al. (2021)） When ν is full-ranked,

det Jf ∝ detA

in which Jf denotes the Jacobian matrix. Moreover, for a subnetwork Γ = (XΓ, RΓ), when there

exist permutation matrices Pr and Pc such that

PrAPc =

(
AΓ ∗
O AΓc

)
with AΓ being a square block, then detAΓ = 0 ̸= detAΓc implies that only chemicals in Γ (e.g.,

xi such that Xi ∈ XΓ) would exhibit the bifurcation behaviors.
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定理 1により、分岐の発生条件（detA = 0）と分岐挙動を示す分子種が CRN構造だけで決定でき
る [1, 2]。しかし、この理論を一般化するには、幾つかの未解決問題が残っている。

1) ν の充足階数を持たない（つまり、保存量を持つ）CRNについても同様の結論が得られるのか。
2) Aとヤコビ行列の間に、（行列式の比例関係を超えた）より厳密な関係式が存在するか。

3 主結果
本研究では、次の定理により上述の 2つの未解決問題を解決した。

定理 2（Main theorem） There always exists an invertible matrix T such that

T−1

(
ν D⊺

C O

)
︸ ︷︷ ︸

=:Λ

(
∂xr D
C⊺ O

)
︸ ︷︷ ︸

A

T =

 Jg ∗
O

O D⊺D
∗ C⊺C

 ,

where Jg is a modified Jacobian without trivial eigenvalues associated with conserved quantities.

Moreover, when there exists permutation matrices Pr and Pc such that

PrAPc =

(
AΓ ∗
O AΓc

)
with AΓ being a square block, then detAΓ = 0 ̸= detAΓc implies that only chemicals in Γ

would exhibit the bifurcation behaviors.

つまり、保存量を持つ CRNにも構造分岐解析を適用できる。また、Aとヤコビ行列を直接関係づけ
る式を得たことで、次の系によりシステムの安定性も判断できる。

系 3 For any x ∈ R, sign(detΛ detA) ̸= (−1)M−L =⇒ x is not a stable equilibrium point.

4 応用例
マクロファージは白血球の一種であり、炎症促進性（M1）または抗炎症性（M2）のいずれかに極
性化している。これらの 2つのサブタイプは 2つの定常状態に対応しており、微小環境の変化に伴い
分岐が生じることで、状態間の遷移が起こると考えられる。この現象を理解するために、一般化され
た構造分岐解析を用いて、マクロファージの極性化の動態に関与するシグナル伝達経路を解析した。
その結果、野生型ではすべてのシグナル分子が分岐挙動を示すのに対して、SOCS3遺伝子が欠損す
ると STAT3を含む部分経路が分岐挙動を示さなくなり、さらに KLF4が欠損すると NFκBシグナ
ル伝達が分岐挙動を示さなくなるという理論的予測を得た。

参考文献
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in chemical reaction networks, Phys. Rev. E 98.1 (2018) 012417.
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062212.
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1 概要
時系列データに対する順列エントロピー解析をてんかんの硬膜下留置電極による記録脳波に適用

し，てんかん発作時と非発作時の順列エントロピーの挙動に相違が生じること，順列エントロピーの
電極間の相関係数が発作時にはてんかん焦点間で上昇し，クラスター形成することを主要な結果とし
て報告する．この結果はてんかん発作およびてんかん焦点を順列エントロピーによって特徴づけて
いることを示している．本講演では複数の難治性てんかんの記録脳波に対して解析した結果を報告
する．

2 はじめに
非線形時系列解析における目的の 1つは，時系列に潜在する力学系を発見し，時系列の従う決定論

的過程を求めることである．これが可能であれば時系列を生成するダイナミクスを力学系によって数
理モデル化できる．一方，非線形時系列解析における一つの欠点は，ランダム性の強い場合に時系列
の特徴を抽出し難い点にある．決定論的過程と確率論的過程を同時に扱う手法として時系列の記号化
による順列エントロピーを利用する．時系列を単純化するために，時系列を記号化することで記号の
出現分布に対するシャノンのエントロピーとして順列エントロピーを定義することができる [1]．順
列エントロピーは時系列のランダム性を反映する量であり，力学系がカオス的な場合には力学系のエ
ントロピーが正であることに着目すれば，記号化した時系列から有限グラフを構成し，有限グラフが
定める定常マルコフ連鎖のエントロピーから時系列を特徴付けることができる．この手法は，ランダ
ムな時系列から決定論的な力学系に従う時系列までを統一的に記述することができる．

3 順列エントロピー
埋め込み次元 m, 遅延時間 d を定め，遅延座標系 (xt−(m−1)d, . . . , xt−d, xt) を構成する．時刻

s = (s0, s1, . . . , sm−1) = (t − (m − 1)d, . . . , t − d, t)に対し置換 σ を (sσ(0), sσ(1), . . . , sσ(m−1))が
xsσ(0)

≤ xsσ(1)
≤ · · · ≤ xsσ(m−1)

) を満たすように定義する．この定義により，時刻 tにおける遅延
座標 (xt−(m−1)d, · · · , xt−d, xt) に対して置換 σ を対応させることができる．置換 σ は時系列の値に
よらず定義できる．また，埋め込み次元 mを与えれば置換 σ の総数は m!と定まる．以上から，時
系列 {xt}を記号数m!の記号列 {σt}と見なすことができる．時系列を置換によって表現すると，時
系列に含まれる高周波成分あるいはノイズを効果的に記号として表現することができる．記号列 σt

について時刻 t と時間幅 N を決める．時刻 t における有限グラフ Gt の構造行列 M = (mij) を，
t ≤ u ≤ t +N なる時刻 uについて σu = iかつ σu+1 = j であれば mij = 1と定義する．この Gt

と最大エントロピー測度によるエントロピーから順列エントロピーを与えることができる．
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図 1. 上段：順列エントロピー，下段：てんかん焦点における発作前後の脳波波形. 横軸が時間．発作直前（t = 3, 420, 000

付近）から発作終了（t = 3, 520, 000付近）まで順列エントロピーが減少する．

4 順列エントロピーとてんかん焦点の特徴付け
演者らは [2]において難治性てんかん患者の頭蓋内留置電極による広域周波数帯域記録脳波に関し
て発作時にはてんかん焦点に低次元力学系が出現することを報告した．これに対応し，順列エントロ
ピーが大きく減少する現象を確認した（図 1）．さらに，電極間の順列エントロピーの相関をとり，相
関係数が閾値以上の値をとる成分を辺としてネットワークを形成した．これにより，てんかん焦点を
中心とし，発作時に高周波振動等が伝播する電極のクラスターを抽出することができた（図 2）これ
らによっててんかん焦点を構成する領域を限定することが可能であると考えられる．今後は順列エン
トロピーを用いたてんかん発作の特徴付けを中心に応用を進める．

図 2. 順列エントロピーの相関によって抽出したてんかん焦点を中心とする発作時のネットワーク．電極を頂点として，相関
係数が 0.7を超える電極の組に辺を与えることで得られた．

謝辞 本研究は JSPS科研費 23K2578503の支援を受けた．
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楕円の場合の一対一の追跡と逃避
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1 この講演で扱う問題の概要説明
一対一の追跡と逃避に関する多くの研究は動的ゲーム理論の観点から，追跡者と逃避者のストラテ

ジーを調べている．一方，本講演では逃避者の軌跡はあらかじめ決定しており，追跡者の速度ベクト

ルは常に逃避者の位置に向いていて，追跡者の速さは常に逃避者の速さの n倍であると仮定する．追

跡者の軌跡 (追跡曲線)を求めることが目標である．2000年に Bartonと Eliezerがこの問題を，与

えられた逃避者の軌跡 (X(t), Y (t))から追跡曲線 (x(t), y(t))と両者の距離を追跡者の速さで割った

λ(t)を求める連立微分方程式の問題に定式化した [1]．

逃避者が円を周回する，すなわち X(t) = a cos t, Y (t) = a sin tの場合は 1920年に Hathawayが

この問題を American Mathematical Monthly で紹介して以降注目されるようになった [2]．翌年

1921年に Hathawayが追跡に関して 3つの大域的な性質を発見した [3]．まず n > 1で追跡者と逃

避者の距離は有限時間で 0に収束して追跡に成功すること．次に n = 1の場合には追跡者が逃避者

と同じ円を回り近づき続けるが有限の時間で距離が 0に収束しないこと．最後に n < 1では追跡曲

線が逃避者が周回する円を n 倍に縮小した円に収束することである (図 1(a))．同じく 1921 年には

Morleyが追跡者が原点を出発する場合に関して，追跡曲線を作図した [4]．その後 Nahinが 2007年

に追跡曲線をコンピュータで数値計算した [5]．こちらは原点以外の場合も計算されている．

2 楕円の追跡と逃避
講演者は逃避者が楕円を周回する，すなわち X(t) = a cos t, Y (t) = b sin t, a ̸= bの場合の追跡曲

線を，Nahinの手法を用いて計算した [6, 7]．計算結果を説明する．まず n > 1で追跡者と逃避者の

距離は有限時間で 0に収束して追跡に成功した．次に n = 1の場合には追跡者が逃避者と同じ楕円

を回り近づき続けるが有限の時間で距離が 0に収束しない．これらは円の追跡と逃避と同じ結果であ

る．最後に n < 1の場合には追跡曲線は閉軌道に収束する．しかしこの閉軌道は円のように逃避者

が周回する楕円を n倍に縮小した楕円ではなく，さらに一致する二次曲線が存在しなかった (図 1b)．
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(a) 逃避者が半径 1の円を周回する場合.
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(b) 逃避者が長半径 1，短半径 0.5の横向きの楕円

を周回する場合．青は逃避者の周回する楕円を n

倍に縮小した楕円．

図 1: 追跡曲線に関する円と楕円の違い. 赤：追跡者，緑：逃避者，速さの比 nは 0.5. ([7, Figure 1])

日本応用数理学会 2024年度 年会 講演予稿集 (2024-09-14/16) Copyright (C) 2024 一般社団法人日本応用数理学会

G1-5-4　 [一般講演 ] 力学系(2) 



講演者は n < 1での閉軌道が円と楕円で異なる原因は，速さと角速度が変化することにあるとい

う仮定を立てた．理由は追跡者は逃避者との速さの比を一定に保つため，逃避者の速さが変動すると

追跡者の速さも変化するからだ．そこで楕円 X2/a2 + Y 2/b2 = 1に対して, X(t) = a cos t, Y (t) =

b sin tではない速さが一定のパラメータと, 角速度が一定のパラメータを導出した．逃避者がこれら

のパラメータで動く場合の追跡曲線の形は図 1から全く変化しなかった [7, Section 4.]．この結果を

踏まえて Barton-Eliezerが導いた連立微分方程式の性質を調べることで次の定理を示した．

定理 1 逃避者の平面曲線 (X1(t), Y1(t))に対して追跡曲線 (x1(t), y1(t))が求められたと仮定する．

逃避者の平面曲線のパラメータを t から u に取り替えたとき，(X1(u), Y1(u)) に対する追跡曲線は

(x1(u), y1(u))である．([7, Theorem 1.])

この定理から追跡曲線の形が知りたい場合は逃避者の速さが 1と仮定してよいことがわかる．この仮

定の下で ρ(t)を追跡者から逃避者の距離，θ(t)と φ(t)をそれぞれ追跡者と逃避者の速度ベクトルの

偏角とすると，ρ(t), ζ(t) := φ(t)− θ(t)に対して以下の連立微分方程式が成り立つ．{
ρ̇ = cos ζ − n,

ρζ̇ = − sin ζ + ρφ̇.
(1)

逃避者が (a, 0)から反時計回りに周回すると仮定する．円の場合 φ(t) = t
a + π

2 ゆえ φ̇ = 1
a である

から (1)は自励系である．楕円の場合には φ(t)を tの式で表すことが難しいが φ̇は計算可能で，

φ̇ =
(a2 sin2 φ(t) + b2 cos2 φ(t))3/2

a2b2
(2)

となる．([7, (17)]) つまり (1)は非自励系になる．本講演ではこの力学系 (1)の性質を説明する．
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