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1 遅延微分方程式の解の有限時間爆発
時間遅れを伴う反応や相互作用は自然現象や社会現象において普遍的に存在する．時間遅れを伴う

現象の記述に現れる遅延微分方程式は 20世紀より精力的に研究されてきた．近年，遅延微分方程式
の解の有限時間爆発について研究が行われている（[1, 2, 3, 4])．[3]では，ある 2次元の微分方程式系
において，時間遅れがないとき，原点以外の全ての解が収束するリミットサイクルが存在するが，時
間遅れによって，有限時間で無限遠方へと発散する爆発解が現れることが示された．時間遅れフィー
ドバックをもつ 2次元の微分方程式系の解の爆発は [4]でも調べられている．[5]では，F : R2 → R
を連続関数として，時間遅れをもつスカラーの微分方程式

x′(t) = F (x(t), x(t− 1)) (1)

に対して，有限時間爆発する解が存在するための条件を，パラメータをもつ常微分方程式
x′(t) = F (x(t), a), a ∈ R. (2)

を用いて与えた．方程式 (1)の解の最大存在時間が有限であるとき，方程式 (1)の解は有限時間で爆
発する，という．

定理 1（[5]） 方程式 (2) が有限時間で爆発する解をもつようなパラメータ a ∈ R が存在するなら
ば，方程式 (1)は爆発解をもつ．

定理 1の証明は，(1)に対して特別な初期関数を考えることで，時間局所的に (1)の解が，(2)を満た
すことを利用する．同様のアイデアは，[2, 3]で使われている．
方程式 (1)に対して，爆発解の存在が確認されたとしても，解の爆発が方程式 (1)において典型的
な現象かどうかについては，吟味が必要である．スカラーの微分方程式 (1)に対しても，有限時間で
解の爆発を引き起こすような初期関数のクラスを調べることは一般的に困難である ([1])．この点は，
時間遅れを持たないスカラーの常微分方程式と大きく異なる．定理 1で得られる方程式 (1)の解の爆
発時刻は 1よりも以前のものである．方程式によっては，方程式がもつ時間遅れに比べて「長い」時
間が経過してから爆発する解が存在することが数値的に確認されている [3]．

2 時間遅れによる負のフィードバック項を備えた遅延微分方程式
遅延微分方程式において，どの解がいつ爆発するかを知ることは，一般的に困難な問題である．ス

カラーの微分方程式 x′(t) = x2(t)は，全ての正の解が有限時間で爆発する．そこで，時間遅れ項が，
解の成長を抑制するような簡単な遅延微分方程式として，以下の微分方程式を考える．

x′(t) = x2(t)− x(t− τ) (3)

ここで，τ は時間遅れを表す非負のパラメータである．τ = 0のとき，初期条件 x(0) = x0 を満たす
(3)の解は，x0 > 1ならば有限時間で爆発する．また，x0 < 1のとき，limt→∞ x(t) = 0である．
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τ > 0とする．初期関数が定数関数である場合について考える．x0 ∈ Rとして，方程式 (3)の初
期条件を x(t) = x0 (t ∈ [−τ, 0]) と定めると，(3)の解は，

x′(t) = x2(t)− x0, t ∈ [0, τ ] ∩ [0, Tx0
) (4)

を満たす．ただし，Tx0
は，初期条件 x(t) = x0 (t ∈ [−τ, 0]) を満たす (3)の解の最大存在時刻を表

す．(4)は明示的な解が得られる自励系の常微分方程式であり，(4)より，時刻 t = τ までに解が爆
発する（即ち Tx0

≤ τ である）具体的な条件を得ることが可能である．x0 > 1, τ > 0に対して，

log
(
1 + 2√

x0−1

)
2
√
x0

≤ τ (5)

が成り立つとき，初期条件 x(t) = x0 (t ∈ [−τ, 0]) を満たす (3)の解は爆発する．x0 < 0に対して
も，解が時刻 t = τ までに爆発する条件を得ることが出来る．次に，方程式 (3)の初期条件を

x(t) = φ(t) (t ∈ [−τ, 0]) (6)

と定める．ここで，φ : [−τ, 0] → Rは連続関数である．初期条件 (6)を満たす (3)の解を x(t;φ)と
表し，x(t;φ)の最大存在時刻を Tφ と表す．(3)の解が，ある時刻 t = t > 0で，x(t) ≥ 1であり，
x : [0, t] → Rが単調増加関数であれば，t < t < Tφ に対して，x : [0, t] → Rも単調増加関数である
ことが示される．ある時刻で x = 1を超えて，時間と共に単調増加する解は，有限時間で爆発する．

定理 2 初期関数 φは以下の条件を満たすとする．

(i) φ(0) ≥ 1, (ii) φ(0)2 > φ(−τ), (iii) φ(0)2 ≥ φ(θ), ∀θ ∈ (−τ, 0) . (7)

このとき初期条件 (6)を満たす (3)の解 x(t;φ)に対して，Tφ < ∞であり，全ての t ∈ [0, Tφ)に対
して，x′(t;φ) > 0が成り立つ．

また，0 < x < 1の範囲で単調減少する解は，有限時間で x = 0に到達するか，t → ∞で x = 0に
収束する．零解への収束についても得られた結果を発表する．
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1 概要
最近、我々はある特殊な遅延微分方程式を研究している。それは特に時間によって変化する係数を

持つ、非自励系遅延微分方程式と呼ばれるカテゴリに属する。その方程式はあるパラメータ範囲で
フーリエ変換可能であるため、フーリエ空間上で得た方程式の解に逆変換をすることで元の微分方程
式の解を得ることができる。この解についての性質を考えていく [1],[2]。

2 提案する微分方程式
具体的には以下の形をした方程式である。ここで tは時間、τ は遅れで τ ≥ 0を満たし、a及び b

は実数パラメータである。
dX(t)

dt
+ atX(t) = bX(t− τ) (1)

この式は、多くの研究がなされている Hayesの式に似た形である [3]。

3 フーリエ変換を用いた一般解
τ > 0で a > 0の時、フーリエ空間上の微分方程式の解 X̂(ω)は以下となる。（ω：角周波数、C：

積分定数）
X̂(ω) = Cexp[− 1

2a
ω2 +

b

τa
e−iτω] (2)

フーリエ変換の性質から、この X̂(ω)にフーリエ逆変換をすればもとの微分方程式の一般解 X(t)を
得ることができる。

X(t) =
C
2π

∫ ∞

−∞
exp[− 1

2a
ω2 +

b

τa
cos τω] cos(

b

τa
sin τω − tω)dω (3)

この X(t)は、任意の t ∈ Rで元の微分方程式 (1)を満たす一般解である。よって当然ではあるが、
この X(t)の t ∈ [−τ, 0]を初期関数として t ≥ 0において元の微分方程式を解けば、解はこの X(t)

の t ≥ 0の部分と一致する。

4 解のダイナミクス
図 1. 図 2.
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先ほど得られた解について、図 1,2はそれぞれ b < 0, b > 0におけるダイナミクス t−X(t)の代
表例である。図 1ではパラメータを a = 0.15, b = −3と固定し、遅れ τ を (A)2, (B)3, (C)5, (D)8

と徐々に大きくしている。図 2では a = 0.15, b = 6、τ は (A)0.6, (B)4, (C)6, (D)8。どちらの概形
もガウス関数を包絡線とする波形のようになっている。

5 パワースペクトラムを用いた共振現象の解析
このダイナミクスについて、適切に調整された τ の時に最も特定の周波数が強調される共振現象
が現れる。それを解析するのにパワースペクトラム S(ω)を用いる。これは式 (2)の X̂ から計算で
きる。

S(ω) = |X̂(ω)|2 = X̂(ω)X̂∗(ω) = C2exp[−1

a
ω2 +

2b

τa
cosωτ ] (4)

このパワースペクトラムを遅れ τ と角周波数 ω の 2変数関数として考え、ω ̸= 0で S(τ, ω)が最大
かつ極大となる時に共振現象となる。これを与える (τ, ω) = (τr, ωr)とその時のパワースペクトラム
Sr は以下で与えられる。

τr =
1

|b|

√
1− δ2

δ2
, ωr = |b|δ, Sr = S(τr, ωr) = C2exp[

b2

a
δ2] (5)

ただし δ は以下の式の解である。

δ = | sin
√
(
1

δ
)2 − 1|

b > 0 :
1√

4π2 + 1
< δ <

1√
9
4π

2 + 1

b < 0 :
1√

π2 + 1
< δ <

1√
1
4π

2 + 1

(6)

b > 0, b < 0 の時の δ をそれぞれ δ+, δ− として、これを数値的に解くと δ+ ≈ 0.161228, δ− ≈
0.336508となる。以上からこの遅れ τr の時、角周波数 ωr が最も強調される共振現象が確認できる。
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1 時間遅れを伴う化学反応ネットワーク
化学反応ネットワーク（CRN）は，以下の３つの集合の組 (S, C,R)によって記述される [1]：

1. S は，n個の物質からなる集合であり，S := {X1, . . . , Xn}と表す．
2. C は，m個の complexes y からなる集合であり，C := {y1, . . . , ym}と表す．
3. Rは，R個の反応 y → y′ からなる集合である．
　ここで，反応 y → y′ ∈ Rは，complex y が反応し，complex y′ が生成されることを表す．また，
i - 番目の complex yi ∈ C は非負の整数値 yij , j = 1, . . . , n を用いて，y11X1 + · · · + y1nXn と表
される．さらに，物質 X1, . . . , Xn の順序は固定されているので，以下，yi はその係数のみを用いて
yi = (yi1, . . . , yin)

T と表す．
　物質 X1, . . . , Xn の各濃度 x1, . . . , xn を並べた濃度ベクトルを x = (x1, . . . , xn)

T ∈ Rn とする．
このとき，時間遅れを伴う CRNの各物質の濃度の時間変化 x(t), ∀t ≥ 0を記述する遅れ型関数微分
方程式（DDE）は，次式で記述される [2]：

d

dt
x(t) =

m∑
i=1

m∑
j=1

k(i, j) [x(t− τij)
yiyj − x(t)yiyi] , ∀t ≥ 0. (1)

ただし，xyi := xyi1

1 xyi2

2 · · ·xyin
n , i = 1, . . . ,m である．k(i, j) は反応 yi → yj の反応速度定数と呼

ばれ，yi → yj が存在するとき k(i, j) > 0，そうでないとき k(i, j) = 0 である．また，τij は反応
yi → yj に生じる時間遅れを表す非負の定数である．
　次に，K(i,j) ∈ Rm×m, i, j = 1, 2, . . . ,m, i ̸= j を，(i, j) - 成分は k(i, j) > 0であり，それ以外の
成分は零のm×m行列とし，K(d) ∈ Rm×m を次式で定義されるm×m行列

K(d) := diag

−
m∑
j=1

k(1, j),−
m∑
j=1

k(2, j), . . . ,−
m∑
j=1

k(m, j)

 (2)

とすると，DDE (1)は次式のように変形できる：

d

dt
x(t) = Y

K(d)xY (t) +

m∑
j=1

m∑
i=1

K(i,j)xY (t− τij)

 , ∀t ≥ 0. (3)

ここで，Y := (y1, y2, . . . , ym) ∈ Rn×m，および，xY := (xy1 , xy2 . . . , xym)T ∈ Rm である．

2 主結果
本研究では，complex balanced な CRN (S, C,R) を対象とする．ここで，CRN (S, C,R) が

complex balanced であるとは，DDE (3)に対して，反応速度定数 k(i, j), i, j = 1, 2, . . . ,m, i ̸= j
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のある値で，次式を満たす正値平衡点 x = x ∈ Rn
>0 が存在することを意味する [2, 3]：K(d) +

m∑
i=1

m∑
j=1

K(i,j)

xY = 0. (4)

　本研究の目的は，時間遅れを伴なわない場合に [3]で示された，条件 (4)を満たす正値平衡点 x = x

の局所指数安定性を，時間遅れを伴なう場合へ拡張することである．
　そこで，条件 (4)を満たす正値平衡点 x = x周りで DDE (3)を線形化すると，次式の線形 DDE

を得る：

d

dt
y(t) = Y

K(d)
[
DxY

]
x=x

y(t) +

m∑
i=1

m∑
j=1

K(i,j)
[
DxY

]
x=x

y(t− τij)



= Y

K(d)diag(xY )Y TXy(t) +

m∑
i=1

m∑
j=1

K(i,j)diag(xY )Y TXy(t− τij)

 , ∀t ≥ 0. (5)

ただし，X := diag(1/x1, . . . , 1/xn) であり，
[
DxY

]
∈ Rm×n は次式で定義される m × n 行列で

ある：

[
DxY

]
:=

(
∂

∂x
[xy1 ],

∂

∂x
[xy2 ], . . . ,

∂

∂x
[xym ]

)T

(6)

　このとき，DDE (5)の特性方程式は次式となる：

F (λ) := det

λIn − Y

K(d) +

m∑
i=1

m∑
j=1

K(i,j)e−τijλ

 diag(xY )Y TX

 = 0, λ ∈ C. (7)

　本研究では，特性方程式 (7)の根に対して次の結果を得た．

定理 1 CRN (S, C,R) は，complex balanced であるとする．このとき，時間遅れ τij , i, j =

1, 2, . . . ,mの値によらず，特性方程式 (7)の全ての根 λは，λ = 0，もしくは，Re(λ) < 0である．

　紙面の都合上，定理 1の証明は省略したが，発表当日はその概略を紹介する．
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1 序文
2種類の遅延項をもつ 1次元線形微分方程式

x′(t) = −ax(t)− bx(t− τ)− c

∫ t

t−τ

x(s)ds (1)

を考える. ここで a, b, c ∈ R, τ > 0 である. 方程式 (1) の解の挙動は, 特性方程式

F (λ) := λ+ a+ be−λτ + c

∫ 0

−τ

eλsds = 0 (2)

の根によって決定される. よく知られているように, 方程式 (1) の零解が漸近安定であるための必要

十分条件は, 特性方程式 (2) のすべての根が負の実部をもつことである.

時間遅れをもつ微分方程式の漸近安定性に関する結果は, 2つのタイプがある. 1つは時間遅れのパ

ラメータを固定したときの係数パラメータ空間における安定領域を与える結果である. もう 1つは係

数パラメータを固定したときの時間遅れに依存した漸近安定条件を与える結果である. 漸近安定性に

おけるパラメータの依存性を明らかにすることは重要である. 特に, 理論的および応用的な側面から,

時間遅れに依存した漸近安定条件の導出が期待されている.

a = 0 のとき, 方程式 (1) の安定領域に関する次の結果が知られている ([1]).

定理 A a = 0 とする. このとき, 方程式 (1) の零解が漸近安定であるための必要十分条件は

− b

τ
< c < ψ(b)

である. ただし, c = ψ(b) は

b =
ω sinωτ

1− cosωτ
, c = − ω2 cosωτ

1− cosωτ
, 0 < ω <

2π

τ

で定義されたパラメータ曲線である.

方程式 (1) の時間遅れに依存した漸近安定条件について, c = 0 のときは [2] で b = 0 のときは

[3], [4] で得られているが, bc ̸= 0 のとき（a = 0 も含めて）時間遅れに依存した漸近安定条件は得ら

れていない. a = 0 かつ b, c を固定したときの時間遅れに依存した漸近安定条件を定理 Aから導く

ことは難しいことに注意する. 本研究の目的は, bc ̸= 0 のとき, すなわち, 方程式 (1) が 2 種類の遅

延項をもつとき, 時間遅れに依存した漸近安定条件を与えることである. 講演の内容は [5] に基づく．

2 主定理
簡単のため, ω0 =

√
b2 + 2c− a2 とし, τ の 3つの閾値を

τ∗ = −a+ b

c
, τ0 =

1

ω0
arccos

(
(b− a)2 − ω2

0

(b− a)2 + ω2
0

)
, σ0 =

2π

ω0
− τ0

と定める. 今回得られた結果は, 次の通りである.
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定理 1 a > 0 とする. このとき, 方程式 (1) の零解が漸近安定であるための必要十分条件は,

a+ b+ cτ > 0 かつ次の 5 つの条件のいずれかが成り立つことである.

b ≥ a, b2 + 2c− a2 > 0, 0 < τ < τ0, (3)

b > −a, b2 + 2c− a2 ≤ 0, c < 0, 0 < τ < τ∗, (4)

b2 + 2c− a2 ≤ 0, c ≥ 0, (5)

|b| < a, b2 + 2c− a2 > 0, 0 < τ < σ0, (6)

b ≤ −a, c > 0, τ∗ < τ < σ0. (7)

定理 2 a ≤ 0 とする. このとき, 方程式 (1) の零解が漸近安定であるための必要十分条件は,

a+ b+ cτ > 0 かつ次の 4 つの条件のいずれかが成り立つことである.

b > −a, b2 + 2c− a2 > 0, 0 < τ < τ0, (8)

b > −a, b2 + 2c− a2 ≤ 0, 0 < τ < τ∗, (9)

|b| ≤ −a, b2 + 2c− a2 > 0, τ∗ < τ < τ0, (10)

b < a, c > 0, τ∗ < τ < σ0. (11)

3 主定理の証明の概略
主定理を証明するためは, 主定理の漸近安定条件が特性方程式 (2) のすべての根が負の実部をもつ

ための必要十分条件であることを示せばよい. F (0) = a + b + cτ かつ十分大きな λ > 0 に対して

F (λ) > 0 であるから, 中間値の定理より, a+ b+ cτ ≤ 0 ならば, 特性方程式 (2) は少なくとも 1 つ

非負の根をもつ. よって, a+ b+ cτ > 0 の下で特性方程式 (2) の根の分布を調べればよい. その際,

特性根が τ の連続関数であることを本質的に用いる. 次の命題は, 特性根解析の根幹をなす.

命題 1 τ の変化により右半平面に存在する特性方程式 (2) の根の重複度も含めた数の和が変化する

のは, 根が虚軸上に現れる, または, 根が虚軸を横切るときに限る.

命題 1より, 特性根解析は「特性方程式の純虚数根の存在条件」「τ の変化による純虚数根の虚軸の

横断性」「純虚数根が存在する τ の値の大小関係」の解明に帰着される.

虚軸上の特性根が重根のとき, τ の変化による虚軸の横断性が判定しにくいが, 次の命題が有効な

場合がある. この命題は p = 0 のときを考察した [4] の結果の拡張である.

命題 2 多項式 P (λ) と定数 q ̸= 0 に対して, 方程式 λP (λ) + q = 0 は実部が正の根をもつとき, 定

数 p と十分大きな τ > 0 に対して, 方程式 P (λ) + pe−λτ + q
∫ 0

−τ
eλsds = 0 も実部が正の根をもつ.
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