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1 はじめに
本研究では 1次元エノン型方程式を取り扱う。すなわち 2点境界値問題：{

−u′′ = (|x|l + λ)up, x ∈ (−1, 1),

u(−1) = u(1) = 0,
(1)

を考える。ここで、パラメータ l ≥ 0 はポテンシャル指数と呼ばれ、パラメータ p ≥ 2 はポリトロ
ピック指数と呼ばれる。λ = 0の時は、エノン方程式 −u′′ = |x|lup と呼ばれている。同方程式の数
学的研究が最近 10年盛んになっており、その解の多重性に関する研究 [1]の中で λ ≥ 0を付加し作
られた方程式が、本エノン型方程式 (1)である。エノン型方程式 (1)は、エノン方程式よりもさらに
多くの多重解が存在するとされ、その分岐の条件等が研究されている。近年の理論研究 [2]では、「パ
ラメータ p を固定して問題を考えたときに、パラメータ (l, λ) のごく限られた組み合わせにおいて正
値対称解は多重性を持つ.」とされ、その条件等が検討されている。しかしながら、未だ多重解を持つ
ための十分条件しか解明されておらず、厳密な分岐点や分岐点付近の多重解の存在性等、分岐構造に
ついては完全には明らかにされていない。
そこで、本研究では分岐構造の解明のため、分岐点付近の正値対称解の存在性検証と分岐図の追跡

を精度保証付き数値計算で行うことを試みた。結果として、研究 [2]で予想されていたように S字の
カーブを持つ分岐があることが明らかとなり、また、分岐の消失点も明らかとなった。それらの計算
機援用証明した結果を報告する。

2 解曲線の追跡
エノン型方程式 (1)の解の局所一意存在証明には Newton—Kantorovichの定理 [3]をベースとし

た手法を用いる。パラメータ λに関する小区間で解の局所一意存在証明を繰り返すことにより、解曲
線を連続的に追跡する。すべての数値計算は区間演算などの精度保証付き数値計算技術を用いて行わ
れるため、丸め誤差の影響を考慮した厳密な結果が得られる。図１は p = 5, l = 20で固定し、λを
動かしたときの解曲線である。この時、真の折り返し点は

λ1 ∈ [4.3366, 4.3401]× 10−5,

λ2 ∈ [1.0497, 1.0498]× 10−4,

に存在することが証明できた。
さらに、p = 5と固定し、 (l, λ)を動かして折り返し点をプロットすると以下の図２のようになる。
図 2のグラフの先端部分にあたる折り返し分岐が消失する点は、

l ∈ [10.981, 10.982] ,

λ ∈ [5.3414, 5.3427]× 10−4,

に存在することが証明できた。
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図 1. 解曲線 (p = 5, l = 20)
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図 2. p = 5 の時の折り返し点 (l, λ) の集合

3 全解探索
先行研究 [1, Cor.4.1]より、uが (1)の正値解であるならば、

∥u∥L∞ ≤ 2
p

p−1

[
B(l + 1, p+ 2) +

λ

p+ 2

]− 1
p−1

を満たすこと (ただし B(x, y)はベータ関数)と、kvライブラリ [4]の「射撃法による境界値問題の
精度保証」、「非線形方程式の全解探索」を用いることで、例えば p = 5, l = 20, λ = 2−14 のパラメー
タ値の時は以下のような３種類の正値対称解だけが存在すること、即ちこれら以外の正値対称解が存
在しないことが示された。
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図 3. ３種類の正値対称解 (p = 5, l = 20, λ = 2−14)
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1 概要
本稿では、行列 A ∈ Rn×n と対称正定値行列 B1, B2 ∈ Rn×n を考える。Bi = RT

i Ri, i = 1, 2と
するとき、R1A

−1RT
2 の最大特異値 ρの上限は、偏微分方程式の解に対する計算機援用証明にしばし

ば要求される [1]。ここで、Aが対称行列かつ B1 = B2 =: B のとき、

A2 − θB2 ≻ 0 =⇒ ρ <
√
θ−1 (1)

が成り立つことが知られている [2]。ただし、B ≻ 0は行列 B が正定値であることを意味する。一方
で、一般の Aに対しては Bi に対する区間 Cholesky分解が必要であり、計算時間や数値的安定性に
課題がある。本稿では、区間 Cholesky分解を必要としない新しいアルゴリズムを提案する。

2 提案手法
行列 R1A

−1RT
2 に対する特異値を σi, 1 ≤ i ≤ nと表記する。また、拡大行列

Ā =

(
O AT

A O

)
, B̄ =

(
B1 O
O B2

)
(2)

に対して、一般化固有値問題 Āx = λB̄xを考える。このとき、

λ−1 ∈ {±σ1, . . . ,±σn} (3)

が成り立つ。よって、∥R1A
−1RT

2 ∥2 = maxλ−1 が成り立つ。

2.1 手法 1

行列 Ā, B̄ に対して、

Ā2 =

(
ATA O
O AAT

)
, B̄2 =

(
B2

1 O
O B2

2

)
(4)

であるから (1)より、θ > 0に対して

ATA− θB2
1 ≻ 0, AAT − θB2

2 ≻ 0 =⇒ ρ <
√
θ−1 (5)

が成り立つ。対称行列の正定値性の検証については、Cholesky分解を用いた高速な手法が提案され
ている [3]。この手法は、条件数 κ2(A) = ∥A∥2∥A−1∥2 に対して、κ2(A

TA) = κ2(AAT ) = κ2(A)
2

である。よって、単位相対丸め uに対して κ2(A) ≲
√
u−1 を満たす必要がある。
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2.2 手法 2

行列 R−T
2 AR−1

1 の最小特異値の下限を考えるとき、正定値対称行列 R−T
1 ATB−1

2 AR−1
1 または

R−T
2 AB−1

1 ATR−1
2 の最小固有値を考えればよい。よって θ > 0に対して

ATB−1
2 A− θB1 ≻ 0 または AB−1

1 AT − θB2 ≻ 0 (6)

が成り立つとき、ρ <
√
θ−1 が成り立つ。この手法は、手法１と同様に κ2(R

−1
2 A) ≲

√
u−1 または

κ2(R
−1
1 AT ) ≲

√
u−1 である必要がある。また、

2.3 手法 3

式 (3)から

Gθ =

(
θB1 AT

A θB2

)
(7)

に対して、正または負の固有値の数が n 個であるとき、ρ ≤ θ−1 が成り立つ。正と負の固有
値の数は、LDLT 分解と Sylvester の慣性則から厳密に評価が可能である [4, 5]。この方法は、
κ2(R1A

−1RT
2 ) ≲ u−1 まで適用が可能であり、手法 1、2と比較して、より悪条件な問題に対して適

用が可能である。

3 まとめ
本稿では、行列 R1A

−1RT
2 の最大特異値の上限の計算法について述べた。これらの手法は、与え

られた行列 A,B1, B2 によって優れた手法が異なる。与えられた行列が十分に良条件の場合、手法 1

が有用であり、特に B1 または B2 が対角行列のように逆行列が容易に計算できる場合には手法 2が
有用である。また、手法 1、2を用いて精度保証が失敗するような行列に対しては、手法 3が有効と
なる。発表では、数値実験による提案手法と従来手法の比較を行い、提案手法の有用性を示す。
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1 概要
数値線形代数の諸問題に対するテスト行列生成法を紹介する．本手法により生成される問題は真の

解が既知であり，近似解の誤差の検証に有用となる．先行研究では，無誤差変換を応用した生成法が
提案されている．この手法は生成される行列の条件数に制約を伴うが，再現性をもつ．近年，条件数
の制約を試行的に緩和する手法が提案されたが，再現性が損なわれる問題がある．本講演では，再現
性を損なわない手法を提案する．

2 先行研究の紹介
数値線形代数の諸問題に対する真の解がわかるテスト問題生成法を紹介する．本研究では，オー

バーフロー・アンダーフローは発生しないものとする．これまでに表 1に挙げる手法が提案されてい
る．本研究では [2, 4, 5, 6]の手法に着目する．

表 1. 先行研究

Authors Year
Linear Least Sylvester

SEVD GEVD SVD
systems squares equation

Miyajima et al. [1] 2005 ✓
Ozaki and Ogita [2] 2017 ✓
Ozaki [3] 2019 ✓ ✓
Ozaki and Ogita [4] 2022 ✓ ✓
Ozaki et al. [5] 2022 ✓ ✓ ✓ ✓
Ozaki et al. [6] 2023 ✓ ✓ ✓ ✓ ✓ ✓

ある精度の 2進浮動小数点数の集合を F，数値計算結果を fl(·)と表記する．文献 [2]では，ユーザ
が与えた A ∈ Fn×n，x ∈ Fn に対して

Âx = fl(Âx) =: b, Â+∆A := A, |âij | > |∆aij | (if âij ̸= 0) (1)

を満たす行列 Â ∈ Fn×n を生成する手法が提案された．テスト行列 Âは浮動小数点数で厳密に表現
可能である．この生成法では，任意の順序で計算される fl(Âx)に対する確定的誤差解析に基づいて
Âを抽出する．したがって，生成可能な問題の条件数には問題サイズに大きく依存した制約が付され
る．文献 [4, 5]ではこの手法を固有値問題，特異値分解，最小二乗問題等の様々な問題に拡張した．
文献 [6]では |∆aij |を強制的に縮小することで制約を緩和する手法が提案された．この手法では，

上向き丸め・下向き丸めモードでそれぞれ b := fl(Âx)を生成し，それらの一致により無誤差を判定
する．無誤差ではない場合には |∆aij |を拡大し，無誤差の判定を再度行う．以上の反復により，生
成される行列に対する制約を緩和できる．計算結果から無誤差を判定するため，最終的な |∆aij |及
び Âは計算順序に依存する．本試行型アプローチについても固有値問題，特異値分解，最小二乗問
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題等に対する拡張が提案されている．

3 提案手法
本研究では再現性のある試行型アプローチを提案する．まず，A ∈ Fn×n に対して文献 [2]の方法

（式 (1)）と同様に

Â(1)x = fl(Â(1)x) =: b(1), Â(1) +∆A(1) := A, |â(1)ij | > |∆a
(1)
ij | (if â(1)ij ̸= 0)

を満たす Â(1), , b(1) を決定する．これらは任意の計算順序に対する確定的誤差解析により決定され
るため，再現性がある．次に，∆A(1) から

Â(2)x = fl(Â(2)x) =: b(2), Â(2) +∆A(2) := ∆A(1), |â(2)ij | > |∆a
(2)
ij | (if â(2)ij ̸= 0) (2)

を満たす Â(2), b(2) を再現性があるように決定する．これらは Â(1) + Â(2) が文献 [6]の方法の Âの
初期値と同程度になるように決定するか，文献 [2]の方法で決定する．ここで，

(Â(1) + Â(2))x = fl(Â(1) + Â(2))x = b(1) + b(2)

が成立する．よって，
fl(b(1) + b(2)) = b(1) + b(2) (3)

を満たせば厳密に浮動小数点数で表現可能な問題が生成される．式 (3)を満たさない場合には式 (2)

の ∆a
(2)
ij を縮小して再度実行する．以上の反復により，生成される行列に対する制約を緩和できる．

式 (3)における無誤差の判定には Dekkerによる和のエラーフリー変換 [7]を使用する．したがって
無誤差の判定の計算順序は固定されるため，再現性がある．

謝辞 本研究は特別研究員奨励費（22KJ2741）及び科研費（23K28100）の助成を受けた．
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1 概要
IEEE 754が定める 2進浮動小数点数とその演算は数値計算ではよく用いられる．通常の浮動小数

点数を用いて計算した結果の精度に満足できない場合，より高精度な演算を用いることが考えられ
る．特に，仮数部の長さのみが精度の問題で，指数部を拡張しなくて良い場合，Double-word (DW)

演算 [1]，Triple-word (TW) 演算 [2], Quad-word (QW) 演算 [1] を使用するという方法が知られ
ている．DW演算を簡素化した Pair Arithmetic (PA) [3]を Langeと Rumpが提案し，TW演算,

QW 演算を簡素化した疑似 Triple-word (QTW) 演算, 疑似 Quad-word (QQW) 演算 [4] を尾崎・
今村が提案した．本発表では，PA，QTW演算, QQW演算をブロックコレスキー分解に適用した結
果を紹介する．また，疑似正規化を演算回数の少ない部分に適用した結果と，OpenMP [5]を使用し
て並列化も行った．

2 提案手法の概要
2.1 ブロックコレスキー分解
コレスキー分解とは，対称正定値行列 Aに対して A = RTRを満たすような上三角行列 Rを求め
る行列分解である．行列をブロック化してコレスキー分解を行うものをブロックコレスキー分解とい
う．以下に，ブロックコレスキー分解の手順を示す．

STEP 1 ブロック化する必要があれば，行列 Aを 4つにブロック化して A11 に対してコレスキー
分解を行い，R11 を得る．必要なければ，そのままコレスキー分解を行って終了する

STEP 2 A12 = RT
11R12 を解いて，R12 を求める

STEP 3 A22 −RT
12R12 で得られた行列を新たな Aとする

2.2 疑似正規化
精度の劣化を防ぐために，演算の適切な部分に疑似正規化を適用する．疑似正規化とは，2つの浮

動小数点数 a, bがある場合，

fl(a+ b) = a, u|a| ≥ |b| (u : 単位相対丸め) (1)

の構造を持たせることである．ここで，fl(·)は浮動小数点演算の結果を意味する表記とする．元の
浮動小数点数 a, bがこの構造を持っていなくても，[6]による TwoSumと呼ばれるアルゴリズムを使
用することで，この構造を満たすことが可能である．ここで，QTW演算，QQW演算では TwoSum

では，構成する 2数が，必ずしも式 (1)を満たしているとは限らない．今回の実験では，STEP 1の
除算と平方根の計算の前後，STEP 2の除算の前後に疑似正規化を行う．STEP 3では，すべての処
理が終わった後に疑似正規化を行うが，これを行わない場合でも十分な精度で上三角行列 R を求め
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ることができる．STEP 1，STEP 2はブロックコレスキー分解の演算全体に対して演算回数が少な
い部分であるため，演算時間への影響が小さい．PAや QTW演算，QQW演算について疑似正規化
を行うことで，結果の精度が向上することが期待できる．
また，STEP 3に OpenMPを使用して並列化を行うことで，演算時間が短縮されることが期待で

きる．

3 数値実験結果
計算結果の精度は，相対残差 ∥A − RTR∥∞/∥A∥∞ を用いて検証する．図 1は，ブロックコレス

キー分解に単純な PA，QTW演算，QQW演算を適用したものと，疑似正規化を行ったもの，DW

演算，TW演算，QW演算を適用したものの相対残差 (relative residual norm)を条件数 (cnd)を増
やしながら示したものである．行列サイズは 1000× 1000，疑似正規化には TwoSumを使用した．

図 1. 計算結果の精度

図 1より，疑似正規化を行うことで高精度に演算できていることが分かる．さらに STEP 3 の部
分で疑似正規化を行う場合，行わない場合と比較して高精度に演算できていることがわかる．また，
単純な PA，QTW演算，QQW演算を適用したものは途中で計算できなくなってしまっている．発
表では，OpenMPを使用した演算時間について示す．
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