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1 導入—条件付き生成モデルにおける課題—

昨今社会全体で注目されている生成モデル，特に条件付き生成モデルは，入力，または条件を表
すある領域 Ω ⊂ Rk から，あるデータ空間 D ⊂ Rd 上の条件付き確率分布がなす空間 P(D) への
写像と解釈できる．例えば，マテリアルズインフォマティクスの分野においては，HOMO-LUMO

ギャップなどの物性値 c ∈ Ωを条件として，その物性値を持つ分子構造からなる条件付き確率分布
µc ∈ P(D)（のサンプル x ∈ D による近似）を出力する生成モデルの構築を目指している．一度こ
のようなモデルが得られてしまえば，特定の物性値 cを持つ分子構造 xの候補を，生成モデルが出力
する分布からのサンプルとして簡単に得ることができる．

図 1: フローマッチングの概念図

ここで問題となるのは，この条件付き生成モデルの構成方
法である．現在最も有力視されているのは，フローマッチン
グ [1] と呼ばれる枠組みに基づいた，深層学習による近似ア
ルゴリズムである．そこでは，観測可能な条件 c ∈ Ω 毎に，
近似したい条件付き分布 µc へ向かう D 上のベクトル場 v を
学習する（図 1）．典型的には，動的最適輸送計画問題を近似
的に解くことで，ベクトル場に対する教師データを作成し，
回帰問題として学習を定式化する．このアルゴリズムは，画
像生成や音声合成の分野を中心に盛んに応用されている．
しかし，このアルゴルズムを分子構造生成に適用すると，観測できていない条件 cにおいて，あま

り精度の高い近似ができない．その理由の一つは，フローマッチングが生成するサンプル xc が，cを
連続的に変化させたときに大きく変化し得るからである（図 2の水色で塗られた分布）．

図 2: フローマッチングと拡張フローマッチングの生成結果の概念図．[2, Figure 1]も参照のこと．
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2 条件付きフローマッチング
前述した問題を解決するために，我々は次の一般化連続方程式に対するある種の逆問題を解く：近似
したい条件付き確率分布 µ: Ω 3 c 7→ µ (• | c) ∈ P(D)から，学習データ

{
(ci,

1
Nx

∑Nx

j=1 δxi,j )
}Nc

i=1
⊂

Ω × P(D) が得られているとする．このデータに対して，条件付き確率分布 µ̂ と行列値関数（行列
場）u: Ω×D → Rd×k であって，µ̂(ci) ≈ µ(ci), i = 1, . . . , Nc であり，方程式系

∇cµ(c) + divx(µ (x | c)u(c, x)) = 0 (c, x) ∈ Ω×D, (2.1)

を満たすものの中から，（図 2の橙色の分布のように）「あまり大きく変化しないもの」を見出せ．こ
こで，方程式系 (2.1)は超関数の意味で考え，勾配∇や発散 divは，行列場と整合的になるように定
義される．方程式系 (2.1)は，質量保存則をあらわす連続方程式，または連続の式における時間を，
条件 cという多次元ベクトルに拡張したものになっている．
我々はこの問題に対して，以下に概略するアルゴリズムを提案した：

(i)（（経験）条件付き分布間のマッチング）：µ̃(ci) = 1
Nx

∑Nx

j=1 δxi,j
となる µ̃: Ω → P(D)であっ

て，「あまり大きく変化しないもの」，ここでは，動的最適輸送計画問題の一般化である確率測
度値関数に対するディリクレ問題 [3]の近似解を，µ̃(c) = 1

Nx

∑Nx

i=1 δψi(c) の形で構成する．こ
こで ψi: Ω → D, i = 1, . . . , Nx は「条件付きサンプル間のマッチング」を表す関数である．

(ii)（行列場の学習）方程式系 ∇cµ̃(c) + divx(µ̃ (x | c) ũ(c, x)) = 0 を満たす行列場 ũ を L(θ) :=∫∫
Ω×D |uθ − ũ|2 の最小化により求める．ここで，uθ: Ω×D → Rd×k はニューラルネットワー
クであり，θ ∈ Rp はそのパラメータである．

ステップ (ii)は一見不可能に見えるが，以下の定理により実装可能となる：

Theorem 2.1 ([2, Theorem 4]の概略). 目的関数 L(θ)は，

L′(θ) :=

∫
Ω

Nx∑
i=1

∣∣uθ(c, ψi(c))−∇ψi(c)
∣∣2 dc

と，θ に依存しない定数の違いを除いて一致する．
*1 本予稿は，小山雅典，Jinzhe Zhang，林浩平（Preferred Networks），福水健次（統計数理研究
所）との共同研究に基づく．
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混合最適輸送理論とその応用
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1 概要
最適輸送理論は確率測度間の距離や最適マッチングを提供する変分問題として広く知られている．

近年，正則化最適輸送理論の進展により，Sinkhornアルゴリズムと GPUを組み合わせた高速計算
が可能となった．この技術の発展に伴って大規模データセットに対する最適輸送理論の適用が現実の
ものとなり，グラフィックス，自然言語処理，生命科学，機械学習など多岐にわたる分野でその応用
が急速に拡大している [1]．一方で実際の問題に応用する際には，依然としてその計算コストの高さ
が課題となることが多い．こうした問題に取り組むために，ソース及びターゲットの確率測度が混合
確率測度であると仮定する混合最適輸送理論が注目されている．混合最適輸送は異なるクラスタやパ
ターンが存在するデータに対して，構造を考慮に入れた距離や最適マッチングを効率的に計算するこ
とが可能であり，色調変換やテクスチャ合成 [2]，量子化学における電子構造計算 [3]，生命科学にお
ける細胞分化の動態解析 [4]など様々な分野で応用されている．以下ではこの混合最適輸送問題が，
あるベクトル値最適輸送問題と同値であることについて考察する．また，講演では混合最適輸送問題
の正則化についても考察し，その細胞分化の動態解析 [4]への応用について簡単に紹介する．

2 混合最適輸送理論
Rd 上の確率測度全体の集合を P(Rd)とする．以下ではその部分集合 A ⊂ P(Rd)の混合確率測度

と，混合確率測度全体の集合であるM(A)を定義する.

定義 1 (混合確率測度). 確率測度の部分集合 A ⊂ P(Rd)について, µ ∈ P(Rd)が Aの混合確率測
度であるとは, K ∈ N, a := (a1, . . . , aK) ∈ AK , λ := (λ1, . . . , λK) ∈ LK が存在して,

µ =
K∑
k=1

λkak

とかけることである. ここでLK =
{
t = (t1, . . . , tK) ∈ RK

∣∣∣ tk ≥ 0 (k = 1, . . . ,K),
∑K
k=1 tk = 1

}
である. Aの有限混合確率測度全体の集合をM(A)とし, A-混合と呼ぶ.

Aの典型例として, 非退化ガウス測度全体の集合 Ad
g := {gm,Σ | m ∈ Rd,Σ ∈ Sd} が挙げられる．

ここで Sd は Rd×d の正定値対称行列全体の集合である．このときM(Ad
g)は d次元有限混合ガウス

測度全体の集合を意味する．また，(Ad
g,W2)は測地空間であることに注意する．本講演では，特に

Ad
g-混合M(Ad

g)について考察することにする．

定義 2 (混合Wasserstein距離 [3]). µ0, µ1 ∈ M(A)とする．このとき，

MW2(µ0, µ1)
2 := inf

w∈Π(λ0,λ1)

K0∑
i=1

K1∑
j=1

wijW2(µ
i
0, µ

j
1)

2
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をM(A)上の混合Wasserstein距離という．ここで Π(λ0, λ1)は

Π(λ0, λ1) :=

{
w := (wij)1≤i≤K0,1≤j≤K1

∈ RK0×K1
+

∣∣∣∣∣
K1∑
k=1

wik = λi0 (1 ≤ i ≤ K0),

K0∑
k=1

wkj = λj1 (1 ≤ j ≤ K1)

}

である．実際，この混合Wasserstein距離MW2(µ0, µ1)はM(A)上の距離である．

3 混合Wasserstein距離とベクトル値最適輸送問題との関係
M+
n (Rd)を Rd上の正の n次元ベクトル値測度全体の集合とし，Pn(Rd) = {m = (m1, . . . ,mn) ∈

M+
n (Rd) |

∑n
i=1mi ∈ P(Rd)} とする．ここで，µ, ν ∈ Pn(Rd) に対して，ベクトル値測度 γ =

(γij)1≤i,j≤n ∈M+
n×n(Rd ×Rd)で µi(A) =

∑n
k=1 γik(A×Rd)並びに νj(B) =

∑n
k=1 γkj(Rd ×B)

(A,B ⊂ Rd) を満たすものをベクトル値測度の輸送計画と呼び，µ と ν の輸送計画全体の集合を
Π(µ, ν)とする．

定義 3 (ベクトル値最適輸送問題 [5]). コスト関数 cij : Rd × Rd → Rは正値連続関数とする．ベク
トル値測度 γ ∈ Π(µ, ν)に対する総輸送コストK(γ)として，

K(γ) =

n∑
i,j=1

∫ ∫
Rd×Rd

cij(x, y) dγij(x, y)

と定める．このときベクトル値最適輸送問題とは，K(µ, ν) := inf
γ∈Π(µ,ν)

K(γ)である．

混合Wasserstein距離とベクトル値最適輸送問題との関係として，以下が成り立つ:

定理 4. µ0, µ1 ∈ M(A)は µ0 =
∑n
k=1 λ

k
0a
k
0 =:

∑n
k=1 µ

k
0 , µ1 =

∑n
k=1 λ

k
1a
k
1 =:

∑n
k=1 µ

k
1 であり，

cij(x, y) = |x− y|2 とする．このとき，

MW2(µ0, µ1)
2 = K(µ, ν)

が成立する．
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正則化最適輸送問題におけるスケーリングの影響
榊原 航也 1, 高津 飛鳥 2, 保國 惠一 3
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1 Bregmanダイバージェンス正則化
最適輸送問題に対する数値計算手法は数多く提案されているが, エントロピー正則化を用いた効率

的な数値計算アルゴリズムが近年発見されて以降, 機械学習など多くの分野で用いられている [1].

そのような中で, 我々の研究 [2]では, エントロピー正則化を一般化し, Bregman ダイバージェン
スによる正則化を検討した. 以降, 記号の定義等は [2]を参照せよ. U ∈ C([0, 1])∩C1((0, 1])を [0, 1]

上の狭義凸函数とするとき, Bregmanダイバージェンス DU : PK × PK → Rは

DU (z, w) :=
K∑
k=1

(U(zk)− U(wk)− (zk − wk)U
′(wk))

そして, Bregmanダイバージェンス正則化

inf
Π∈Π(x,y)

(〈C,Π〉+ εDU (Π, x⊗ y)) (ε > 0)

に対して, その最小化元を ΠU (C, x, y, ε)と書くとき, 次の誤差評価が成り立つことを示した:

〈C,ΠU (C, x, y, ε)〉− inf
Π∈Π(x,y)

〈C,Π〉 ≤ ∆C(x, y) ·eU
(
−∆C(x, y)

ε
+DU (x, y) + νU (x, y)

)
. (1.1)

ただし, eU は U ′ の逆函数であり, また,

DU (x, y) := sup
Π∈Π(x,y)

DU (Π, x⊗ y),

∆C(x, y) := inf
V ′∈V (x,y)\argminV ∈V (x,y)⟨C,V ⟩

〈C, V ′〉 − inf
V ∈V (x,y)

〈C, V 〉,

νU (x, y) := sup
r∈(0,RU (x,y)]

(U ′(1− r) + rU ′′(r))

とおいた. ここで, RU (x, y) ∈ [1/2, 1) は U ′(RU (x, y)) − U ′(1 − RU (x, y)) = DU (x, y) を満た
すものである. また, U ∈ C([0, 1]) ∩ C1((0, 1]) ∩ C2((0, 1)) であり, かつ (0, 1) 上で U ′′ > 0,

limh↘0 U
′(h) = −∞, そして (0, 1) 3 r 7→ rU ′′(r)が非減少であることが仮定として必要である.

2 スケーリング
本講演では, データ x, y や U の定義域のスケーリングが誤差評価に与える影響を考察する.

2.1 データと函数を同時にスケーリングした場合
b > 0とし, W ∈ C([0, b]) ∩C1((0, b])を [0, b]上の狭義凸函数とする. そして, a > 0に対して, 函
数W a

b : [0, a] → RをW a
b (r) := ab−1W (a−1br)により定義し, 次の正則化問題を考える:

inf
Π̃∈Π(ax,ay)

(
〈C, Π̃〉+ εDWa

b
(Π̃, ax⊗ y)

)
.
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U :=W 1
b とおくと,

DWa
b
(ax, ay) = aDU (x, y), RWa

b
(ax, ay) = aRU (x, y), νWa

b
(ax, ay) = νU (x, y),

∆C(ax, ay) = a∆C(x, y), eWa
b
= aeU

が成り立つ. よって, (1.1)式により,

〈C,ΠW
a
b (C, ax, ay, ε)〉 − inf

Π̃∈Π(ax,ay)
〈C, Π̃〉

≤ ∆C(ax, ay)

a
eWa

b

(
−∆C(ax, ay)

aε
+

1

a
DWa

b
(ax, ay) + νWa

b
(ax, ay)

)
が成り立つ. すなわち, データ x, y と狭義凸函数の定義域を同時にスケーリングした場合, (1.1)式に
示している誤差評価と本質的に同じ評価を導くことができる.

2.2 データと函数を別々にスケーリングした場合
ã < aなる ã, a, b > 0をとり, 次の正則化問題を考える:

inf
Π̃∈Π(ãx,ãy)

(
〈C, Π̃〉+ εDWa

b
(Π̃, ãx⊗ y)

)
.

まず,

argmin
Π̃∈Π(ãx,ãy)

(
〈C, Π̃〉+ εDWa

b
(Π̃, ãx⊗ y)

)
= argmin

Π∈Π(x,y)

(
〈C,Π〉+ εD

W
a/ã
b

(Π, x⊗ y)
)

が成り立つので, データのスケーリングは狭義凸函数の定義域のスケーリングと等価である. ここで,

Bregmanダイバージェンスについて, 次の命題が成り立つことがわかる.

命題 1. U は § 1最後の条件を満たし, また ã, a > 0は ã < a ≤ 1を満たすとする. もし

DU (ãz, ãw) = κDU (az, aw) for z, w ∈ PK with K ≥ 3

が成り立つような κ > 0 が存在するならば, ある µ0, µ1 ∈ R, λ > 0 が存在し, U(r) = λr log r +

µ0r + µ1 (r ∈ (0, a]) が成り立つ.

この命題は, Bregman ダイバージェンスが Kullback–Leibler ダイバージェンスでない限り, ス
ケーリングの仕方が誤差評価に影響を及ぼすことを示唆している.

謝辞 本研究は, JSPS 科研費 JP22K03425, JP22K18677, JP23H00086 (榊原), JP19K03494,

JP19H01786 (高津), JP20K14356, JP21H03451 (保國) の助成を受けたものです.
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包除積分ニューラルネットワークへの単調正則化項の導入
本田 あおい 1, 穴井 日菜 1, Simon James2
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e-mail : aoi@ai.kyutech.ac.jp

1 概要
包除積分ニューラルネットワークは、包除積分数理モデルをニューラルネットワークに組み込んだ

ものであり、出力層の重みパラメータが積分に用いられる測度のメビウス別表現に対応している。こ
のネットワークは、精度の高い予測を行うだけでなく、学習後の重みを解析することによって予測の
理由を説明可能にする特性を有している。しかし、入力層の重みパラメータの符号が適切でない場
合、出力との単調関係が逆転し、解釈が困難になるという問題がある。本研究では、この問題を解決
するために、包除積分ニューラルネットワークに対する単調正則化項を提案する。
提案する正則化項はコスト関数に追加され、出力層の重みを測度の単調性に基づいて制約する。こ

れにより、モデルの解釈性が向上するだけでなく、ロバスト性も強化され、過学習を抑制する効果が
期待できる。本研究では、回帰データセットを用いた実験を通じて、提案手法がモデルの単調性を保
持しつつ、正則化を加えない場合とほぼ同等の精度を達成できることを示す。

2 包除積分ニューラルネットワーク
包除積分は、測度の非加法性を反映することが可能なファジィ積分の一種であり、ルベーグ積分や

ショケ積分を特別な場合として包含する。この積分は包除原理に基づいて定義されており、分割によ
る上限をとるような計算を含まないため、コンピュータアルゴリズムとの親和性が高いという特長を
持っている。以下、包除積分の定義を示す。全体集合を X = {1, 2, . . . , n} とし, v を 2X 上のファ
ジィ測度とする。さらに x = {x1, x2, . . . , xn} ∈ [0, 1]n を X 上の有界な非負関数, ⊗ を [0, 1] 上の
n項演算とする。

定義 1（包除積分） x = {x1, x2, . . . , xn} ∈ [0, 1]n の µ、 ⊗による包除積分は次で定義される。

⊗
∫

xdv :=
∑
A∈2X

(∑
B⊃A

(−1)|B\A|
⊗
i∈B

xi

)
v(A).

この包除積分は、v のメビウス変換 µv を用いて次のように別表現することができる:

⊗
∫

xdv =
∑
A∈2X

(⊗
i∈A

xi

)
mv(A), mv(A) :=

∑
B\A

(−1)|A\B|v(B)

包除積分ニューラルネットワークでは、このメビウス逆表現を利用する。

3 単調正則化項の提案
一般の入力ベクトルは Rn の値をとるが、包除積分の被積分関数、つまり包除積分層への入力は

[0, 1]n である必要がある。このため、前処理層ではシグモイド関数, h(x) = 1/(1 + e−(ax+b)),を活
性化関数として用い、包除積分層への入力を [0, 1]n に正規化する。包除積分層が積分として意味を
持つためには、入力と出力が正の単調関係を維持する必要がある。そのため、学習データの各説明変
数と目的変数の相関関係を調べ、包除積分層への各入力 xi が出力と正の単調関係を持つようにパラ
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メータ a の初期値の符号を設定する。しかし、学習データに偏りがある場合、目的変数と説明変数
の単独な値に基づく相関係数が実際の相関関係を反映しないことがある。このような場合、適切でな
い初期値が設定され、学習を進めても入力の単調関係の逆転が矯正されず、そのため推論は可能であ
るものの、包除積分層が積分の計算として機能していない、といった事態が生じる。この問題を解決
するため、正則化項をコスト関数に加えることを検討する。
まず、ファジィ測度が単調性、A ⊂ B =⇒ v(A) ⊂ v(B) を満たすことの必要十分条件をメビウ

ス変換を用いて整理すると、任意の i ∈ X に対して以下が成り立つ:∑
C⊂A

mv ≧
∑
D⊂B

mµ(D), mv(A) ≧ −
∑

B⊂A,B∋i
mv(B).

したがって、mv(A) について、

∆mv(A) := mv(A) + min
i

 ∑
B⊊A,B ̸∋i

mv(B)

 < 0

が成り立つときには単調性を満たしていないことになる。したがって、このような全て
の A ∈ 2X に対して ∆mv(A) が正になるように増加させる必要がある。これを正
則化項で表現すると, wA = mv(A) の対応より、正則化項は次のように定義される:

RMONO =
∑

A∈2X ,∆w(A)<0

|∆w(A)| .

4 検証実験
単調正則化項の有効性を評価
するために、Kaggle の Diamonds

Prices データセットを用いて検証
実験を行った。図は、このデータ
セットの price（価格、縦軸）と cut

（カットの質、横軸）の関係を示し
たバイオリンプロットである。横軸はカットの質を表し、右に行くほどカットの質が高い。しかし、
カットの質が単独で高い場合でも、必ずしも価格が高くなるわけではないことが示されている。
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