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1 はじめに
セルオートマトン（CA）が加法的保存量をもつための必要十分条件が導出され，ECA および

ERCA の各ルールがもつ保存量の数が列挙されている [1]．さらに，[1] の必要十分条件が任意の q

状態 CAに対して拡張され，3値 3近傍 CAにおいて粒子数（セルの状態の総和）が保存される 144

個のルールが解析されている [2]．一方，q 状態 CAの各状態を q 次の標準基底ベクトルで表現する
ベクトル値 CA（q-VCA）が導入されており，各状態の総和が独立に保存される完全一次保存と呼ば
れる 15個のルールが得られている [3]．
本研究では，q-VCAにおいて保存量密度がベクトル成分の一次多項式で与えられるルールを数え

上げる方法を定式化する．さらに，それを 3-VCAと 4-VCAに対して適用し，いくつかの多項式の
係数を与え，その保存量をもつルールを数え上げた結果について報告する．

2 ベクトル値セルオートマトン
e1 = [1, 0, 0]⊤, e2 = [0, 1, 0]⊤, e3 = [0, 0, 1]⊤ とする．3-VCAの局所遷移関数 h : {e1, e2, e3}3 →

{e1, e2, e3}は以下のように表せる．

h(x,y, z) =

3∑
j,k,ℓ=1

xjykzℓh(ej , ek, eℓ)

=



∑
h(ej ,ek,eℓ)=e1

xjykzℓ∑
h(ej ,ek,eℓ)=e2

xjykzℓ∑
h(ej ,ek,eℓ)=e3

xjykzℓ


.

ただし，x = [x1, x2, x3]
⊤,y = [y1, y2, y3]

⊤, z = [z1, z2, z3]
⊤ である．ここで，[ajkℓ, bjkℓ, cjkℓ]

⊤ ∈
{e1, e2, e3}とすると，

h(x,y, z) =



3∑
j,k,ℓ=1

ajkℓxjykzℓ

3∑
j,k,ℓ=1

bjkℓxjykzℓ

3∑
j,k,ℓ=1

cjkℓxjykzℓ


と書ける．周期を Lとする周期境界条件を課し，時刻 tにおけるセル i ∈ Z/LZの状態ベクトルを
xt
i = [[xt

i]1, [x
t
i]2, [x

t
i]3]

⊤で表す．[3]では，各状態ベクトルの第 k成分の総和∑L
i=1[x

t
i]k, k = 1, 2, 3

を保存するルールの総数が求められている．これを第 k 成分保存という．
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3 ベクトル成分の多項式で表現される保存量
粒子数保存や成分保存を含む一般化として，保存量が q-VCAのベクトル成分の一次多項式で与え

られる場合について考える．Φt を

Φt =

L∑
i=1

(h1[x
t
i]1 + h2[x

t
i]2 + · · ·+ hq[x

t
i]q), hj ∈ {0} ∪ N, j = 1, 2, . . . , q

と定義し，Φt+1 = Φt を満たすルールについて考える．3-VCAにおいて，Φt は

h1

L∑
i=1

[xt
i]1 + h2

L∑
i=1

[xt
i]2 + h3

L∑
i=1

[xt
i]3 = h1

L∑
i=1

[xt+1
i ]1 + h2

L∑
i=1

[xt+1
i ]2 + h3

L∑
i=1

[xt+1
i ]3

=

L∑
i=1

3∑
j,k,ℓ=1

mjkℓ[x
t
i−1]j [x

t
i]k[x

t
i+1]ℓ (1)

と書ける．ただし，

mjkℓ = h1ajkℓ + h2bjkℓ + h3cjkℓ, j, k, ℓ ∈ {1, 2, 3} (2)

である．(1)において，周期境界条件を考慮して導かれる恒等式を解くことで，m111,m112, . . . ,m333

の値が得られる．得られたmjkℓ に対して，(2)の 27本の方程式を独立に解き，その解の組み合わせ
を考えることで，上記の保存量をもつルールが導出できる．q ≥ 4に対する q-VCAの場合でも同様
の方法で求めることができる．
3-VCA に対して，(h1, h2, h3) = (0, 1, 2) に対応する保存量をもつルールは 144 個得られた．

3-VCAは状態がスカラーである 3値 3近傍 CAと数学的に等価なので，粒子数が保存するルールの
数 [2]と一致している．また，(h1, h2, h3) = (0, 0, 1), (0, 1, 0), (1, 0, 0)に対応する保存量をもつルー
ルは 9× 218 個得られ，第 k 成分保存するルールの数 [3]と等しい．また，(h1, h2, h3) = (0, 1, 3)に
対応する保存量をもつルールは 15個得られ，これは完全一次保存するルールの数と一致している．
4-VCAに対しても同様に保存量をもつルールを求めた．(h1, h2, h3, h4) = (0, 1, 2, 3)に対応する

保存量をもつルールは 89588個得られ，これは 4値 3近傍 CAにおける粒子数が保存するルールの数
を意味する．さらに，(h1, h2, h3, h4) = (0, 1, 2, 4)の場合には 887個，(h1, h2, h3, h4) = (0, 1, 3, 4)

の場合には 1369個のルールが得られた．

参考文献
[1] T. Hattori, S. Takesue, Additive conserved quantities in discrete-time lattice dynamical

systems, Physica D: Nonlinear Phenomena, 49 (1991), 295–322.

[2] N. Boccara, H. Fukś, Number-conserving cellular automaton rules, Fundamenta Infor-

maticae, 52 (2002), 1–13.

[3] Y. Nishida, S. Watanabe, A. Fukuda, Y. Watanabe, q-VFCA: q-state vector-valued fuzzy

cellular automata, Journal of Cellular Automata, 15 (2023), 207–222.
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基本図を厳密に導出可能なセルオートマトンのクラスについて
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1 概要
セルオートマトン (CA)とは時間・空間ともに離散的で, 空間の各点が有限個の状態のみを取りう

る力学系のことをさす. CAは様々な現象のモデリングに利用されており, 特に渋滞現象を CAモデ
ルを使って理解しようとする試みがこれまでに多くなされている [1]. その際に重要なのは基本図と
呼ばれる図である. 基本図とは粒子の密度と平均流量の関係をグラフにしたものであり, これを用い
ることでモデルがどのような渋滞状態を持つのかを簡便に確認できる. 基本図は数値実験によって求
められるだけでなく, 様々なモデルに対して厳密な解析がなされている [2, 3]. 本講演では, 基本図が
厳密に導出できる CAのクラスを与える. その際に CAの流れ関数の持つ性質に着目する.

2 粒子保存的 CAとその流れ
A = {0, 1} とする. L を正の整数とし, AL を長さ L の 01 列全体の集合とする. x ∈ AL を

x = (xi)
L−1
i=0 , xi ∈ Aと表す. また任意の i ∈ Zに対して xi+L = xi と定める.

定義 1. M を正の整数とする. 写像 T : AL → AL が, ある関数 J : AM → Z≥0 およびある整数
0 ≤ l ≤ L− 1用いて

T (x)i = xi + J(xi−l, xi−l+1, ..., xi−l+M−1)− J(xi−l+1, xi−l+2, ..., xi−l+M ) (1)

と書けるとき, T を粒子保存的セルオートマトンという. また J を CA T の流れ関数と呼ぶ.

この名称は (1) から ∑L−1
i=0 T (x)i =

∑L−1
i=0 xi が成り立つことに由来する (1 を粒子, 0 を開

いた空間とみなす). より一般の CA と粒子保存的 CA の関係については [4] を見よ. x ∈
AL に対してその密度を ρ(x) = 1

L

∑L−1
i=0 xi と定める. また平均流量 Jave(x) を Jave(x) =

1
L

∑L−1
i=0 J(xi, xi+1, ..., xi+M−1) と定める. ある初期列 x(0) ∈ AL を与えたとき, その時間発展

を x(t+1) = T (x(t))により定める. 平均流量の長時間平均を J(x(0)) := limT→∞
1
T

∑T−1
t=0 Jave(x

(t))

で定める. AL は有限集合であるので x(t+1) = T (x(t))は最終的に周期軌道に落ち込む. したがって
この極限は任意の x ∈ AL に対して存在する.

3 流れ関数の性質と CAの基本図
以下, (1)において l = M とした次の形のセルオートマトンを考える:

T (x)i = xi + J(xi−M , xi−M+1, ..., xi−1)− J(xi−M+1, xi−M+2, ..., xi). (2)

式 (2)で定義される CAはシフト写像 σ : AL → AL, σ(x)i = xi+1 あるいはその逆写像を適当な個
数合成することで (1)の形の CAに変換できることに注意する. さらに流れ関数 J : AM → Z≥0 に
対する次の条件を考える:

関数 J(a1, a2, ..., aM )は和
M∑
i=1

aiのみに依存する. (3)
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関数 J が条件 (3)を満たすとき, J の引数の和が iである場合の J の値を Ji, i = 0, 1, ...,M と表す.

また J に定数を加えても (2)は変化しないので, 以下 J0 = 0とする. J が CAを定義すること (すな
わち (2)が AL で閉じること)と, J が 0 ≤ Ji+1 − Ji ≤ 1, i = 0, 1, ...,M − 1 を満たすことは同値
であることが示せる. このとき, 次が成立することが分かった.

定理 2. ある整数 kが存在して L = Mkであるとする. このとき条件 (3)を満たす流れ関数 J と (2)

により定義される CAについて, 平均流量の長時間平均 J は密度の一価関数

J(ρ) = J⌊Mρ⌋ + (J⌊Mρ⌋+1 − J⌊Mρ⌋)(Mρ− ⌊Mρ⌋), (4)

となる. ただし JM+1 = JM とする.

例としてM = 3で (3)を満たす全ての CAの基本図を挙げる. L = 12とし, A12 のすべての元に
対して密度と平均流量を計算しプロットした. 横軸は密度 ρ, 縦軸は平均流量の長時間平均 J を表す.
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図 1: M = 3の場合の基本図

講演では流れ関数 J に (3)以外の条件を課して得られる CAの基本図についても述べる.

謝辞 本研究の一部は京都大学とトヨタ自動車の共同研究プロジェクト「モビリティ基盤数理の研
究」の助成を受けたものである．
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中心差分に基づく符号付き超離散非線形バネ方程式の解析
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1 概要
符号付き超離散系に対して, その解の時間発展を相平面上の領域から領域への対応として再理解

（「粗視化」）し, 分岐付きの状態遷移図にまとめる手法が提案されている. この手法により, 解の周期
的構造や分岐構造の可視化などが可能になる.

硬性バネ方程式については, 可積分な差分化を元に符号付き超離散化類似を構成し, 粗視化解析を
行った結果が発表されている [1]. 今回は単純な中心差分を用いた差分化を元に解析 [2]し, 可積分な
場合との差異を議論する.

2 符号付き超離散化
以下の変換を超離散化という.

xn = e
Xn
ε , ε > 0 (1)

lim
ε→+0

ε log
(
e

A
ε + e

B
ε

)
= max(A, B) (2)

符号付き超離散化では以下の変換を行う.

ξn :=
xn

|xn|
, e

Xn
ε := |xn|, xn = ξne

Xn
ε , ε > 0 (3)

この変換により差は項を移項した形に, 積は和に, 商は差に, 和は max演算に置き換えられる. ここ
で, Xn を振幅と呼ぶ.

3 硬性バネの符号付き超離散化
硬性バネ方程式は k > 0, l > 0を定数として (4)で与えられる.

d2x

dt2
+ kx+ lx3 = 0, x = x(t) (4)

中心差分を採用し
dx

dt
→

x(t+ δ
2 )− x(t− δ

2 )

δ
(5)

とする. ただし, δ > 0は時間差分間隔である. t = nδ, x(t) = xn とし (4)を差分化した式
xn+1 − 2xn + xn−1 + δ2kxn + δ2lx3

n = 0 (6)

を, (3)と以下に定義した変数変換を使い符号付き超離散化をする.

e
∆
ε := δ, e

K
ε := k, e

L
ε := l, k̂ := K + 2∆, l̂ := L+ 2∆, (7)

負の項を移項して極限をとり, Xn+1 を X+, Xn を X, Xn−1 を X− と置く. 方程式は, 符号
ξn+1, ξn, ξn−1 の組み合わせにより 4通りの場合分けになる. 以下の 4つの変数

os = max
[
X−, k̂ +X, l̂ + 3X

]
, ss = X, os′ = max

[
k̂ +X, l̂ + 3X

]
, ss′ = max

[
X,X−

]
(8)
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を定義すると, 4通りの場合分けは以下のように表せる.

ξn−1 = ξn = ξn+1 : max
[
X+, os

]
= max

[
ss
]
, ξn−1 = ξn = −ξn+1 : max

[
os
]
= max

[
X+, ss

]
−ξn−1 = ξn = ξn+1 : max

[
X+, os

′] = max
[
ss′

]
, ξn−1 = −ξn = ξn+1 : max

[
os′

]
= max

[
X+, ss

′]
上の 4つの式は os(′) ̸= ss(′) のとき X+ = max[os(′), ss(′)]と X+ は一意に決まるが, os(′) = ss(′) の
とき X+ < max[os(′), ss(′)]と X+ は不定になる. また, os(′) > ss(′) の場合, 符号 ξn+1 は ξn と異符
号 (ξn+1 = −ξn)となり, os(′) < ss(′) の場合は同符号 (ξn+1 = ξn)となる.

4 相平面での遷移の粗視化
相平面での解析を行う上で, 振幅の相平面 (X,X−)を図 1(a)のような領域 (S1など), 半直線 (L1

など)及び点 (P1)に分ける. ここで, 集合 A内の要素が集合 B 内に遷移することを, 集合 Aから集
合 B への遷移とみなし, これを粗視化という. 先程の領域分けと符号 (ξn, ξn−1)の情報とを照らし合
わせて書いた遷移図が図 1(b), (c)である.

(a) (b) (c)
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X =
X−−l̂

3

P1

rL1

S2

L2

L3

S3

rL2

L1

S4

S5

S1

(ξn−1, ξn)

(±,±)

(±,∓)

L1

S5

S5

S1

S1

rL1

L1

rL1

S2

S2

(ξn−1, ξn)

(±,±)

(±,∓)

L3

S4

S4

L3

S3

S3

図 1. k̂ < 0の領域分けと遷移図

5 まとめ
超離散系の相平面解析と粗視化の考え方で, k̂ < 0の場合の解の挙動を遷移図にまとめ, 把握でき

た. 遷移図は 3種に分類され, 各ノードは 3つの遷移図のどこかに 1回だけ現れる. 相平面上の多く
の点は, 遷移の繰り返しにより, 遷移図上の「rL1上のループ」に収束するが, 実際は直線上を発散し
ていく解である. すなわち, ループでも定数解ではなく, 粗視化のため詳細情報が失われているという
課題点が明らかになった. 可積分性を保つ差分方程式を元にしていないため, 超離散系でも解が発散
することを予想していたが, これに反して発散せず周期的な挙動を示す遷移も存在することがわかっ
た. 差分方程式での数値実験でも, 初期値によっては解が発散せず周期解となりそうな例を確認して
いる. このように可積分系と非可積分系の差異が観察できたことから, （符号付き）超離散化を, 差分
スキームの良し悪しを判断するフィルタとして活用できる可能性があるのではないか.

謝辞 本研究は JSPS科研費 JP22K03407の助成を受けたものです.

参考文献
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analysis, JJIAM, 40 (2023), 1083–1105.
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1 背景
特定のエレメンタリーセルオートマトン (ECA)は，周期境界条件において空間周期長が 2のべき

乗である場合，任意の初期値から一様解に到達することが知られている (図 1)．蜷川らはこの現象を
セルオートマトンにおける同期現象と呼び，特性多項式を用いた手法によって同期現象の証明を行っ
た．さらに，2r + 1近傍に拡張された系についても同様の証明を与えた [1, 2]．

図 1. 空間サイト数 64での ECA60の時間発展例．
横方向右向きに空間サイト j，縦方向下向きに時刻 n．

図 2. 8 値拡張系の空間サイト数 64 での時間発展例のうち，
62 ≤ n ≤ 130までの部分．

たとえば，ECA60は
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という漸化式で表現される (un
j は時刻 nにおける j 番目のサイトの状態変数で，un

j ∈ {0, 1})．この
漸化式を繰り返し適用すると，
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となり，n = 2m− 1とすると (mは非負整数)，u2m−1
j =

2m−1∑
k=0
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)
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j−k (mod2) となる．こ

こで，
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)
は全ての k (0 ≤ k ≤ 2m − 1)に対して奇数になるという二項係数の性質 [3]より，
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上式は

u2m−1
j =

2m−1∑
k=0

u0
j−k (mod2)

となる．もし空間周期長が 2m となるように周期境界条件を設定すると，右辺は初期条件における 1

周期分全ての状態変数の総和となるので，時刻 2m − 1の状態はサイト番号 j によらず一様になる．
このことから，もし初期値の総和が偶数であれば時刻 2m − 1において，奇数であれば時刻 2m にお
いて同期現象が起こることが示された．

2 拡張系
上述の ECA60を 2n 値に拡張した多値拡張系

un+1
j = un

j + un
j−1 (mod2n) (un

j ∈ {0, 1, 2, · · · , 2n − 1})

は同期現象を示すと予想される (図 2)．さらに，2次元拡張系
un+1
i,j = un

i−1,j + un
i+1,j + un

i,j−1 + un
i,j+1 (mod4) (un

i,j ∈ {0, 1, 2, 3})

なども同様に同期現象を示すことが分かった (図 3)．本講演ではこれらをはじめとした，同期現象を
示す種々の拡張系について，その性質の議論と考察を行う．

図 3. 2次元拡張系の時間発展例．上段左から時刻 n = 1, 4, 8，下段左から時刻 n = 12, 14, 16．
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