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1 背景
ヒトはゆっくり進むときは歩き，速く進むときは走り，そしてその中間の速さでは歩く場合と走る

場合の両方がありえることが，実験により示されている．これは，力学系の観点からは，歩行のアト

ラクターと走行のアトラクターとの共存を伴う分岐と捉えられるだろう．著者らはこの分岐の構造を

探るべく，簡単なバネ・質点モデルを解析して新しい分岐を発見してきており，以前の年会の OSで

も発表を行った．本研究は，そのモデルに依存しない性質を求めるべく，一般化してベクトル場とそ

の繋がり方のみを与えたハイブリッド力学系を解析する．

2 設定
本研究で考察する力学系は抽象的であるため，まずはこれまでの具体的なモデルを概括し，次いで

それとの対応づけをしながら説明する．下方に減衰バネ（脚に対応）の付いた質点（胴体に対応）の

ニュートン力学による上下運動を考える．これは，バネが接地している状態と離地している状態と

が，垂直抗力が 0になるときと質点の位置がバネの自然長になるときに切り替わる，ハイブリッド力

学系である．常に接地している運動（歩行に相当）と接地・離地を繰り返す運動（走行に対応）に加

え，離地状態から着地ができずに転倒に相当する振る舞いを示すことがある．特に，歩行と走行が共

存し，さらにその間に転倒に相当する領域が介在している状況が出現することが，新しい分岐である．

この具体例を含む，今回考察する系の一般化した相空間の設定を述べる．全体の相空間は I, IIの 2

種類 2次元のベクトル場からなり（Iは接地状態，IIは離地状態に対応），それらを二つの切り替え

線 LI→II, LII→I （垂直抗力が 0になる条件，質点の位置がバネの自然長になる条件にそれぞれ対応）

が繋いでいる．軌道が LI→II と交わったときに Iから IIへ，LII→I と交わったときに IIから Iへと

切り替わる（図 1）．起こりうる長時間挙動には 3種類あり，I内のみを動く（歩行に対応），II内の

みを動く（転倒に対応），Iと IIを交互に切り替わる（走行に対応）である．これら 2つのベクトル

場の繋がり方が変わる（パラメータを変えることに相当）ことで，この 3種類の挙動の 1種類のみが

図 1. 相空間の模式図

(I) (II)

図 2. 切り替えに関して臨界的な軌道
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現れたり，2種類，3種類が共存したりする．そこで，2つのベクトル場の繋がり方の組み合わせを

種別し，その種別の違いを表す抽象的なパラメータ空間の中での分岐を考察する．

3 分岐解析
このハイブリッド力学系の分岐を解析するために，切り替えに関して臨界的な軌道，すなわち切り

替え線に接する軌道に注目する（図 2）；ベクトル場 Iにおける接点を P，IIにおける接点を Qとす

る．軌道がこの臨界軌道より内側にあればベクトル場は切り替わらないが，外側にあればベクトル場

が切り替わる．そして，ベクトル場 Iの臨界軌道とベクトル場 IIの臨界軌道の位置関係で長時間挙

動が説明でき，その位置関係の変化として分岐を説明することができる．

図 3. ベクトル場 II の臨界軌道がベクトル
場 I の臨界点 P を通る縮重的な場合．青が
ベクトル場 I の臨界軌道，赤がベクトル場
II の臨界軌道．シアンは適当な Poincaré

断面．

どのような分岐が起こり得るかを見るために，まず，一方

の臨界軌道が他方の臨界点を通る縮重的な場合を解析する．

例えば，ベクトル場 IIの臨界軌道がベクトル場 Iの臨界点 P

を通る場合を図 3に示す．P∗ は IIでの臨界軌道が LI→II に

交わる点であり，これが Iでの臨界点 P と一致した場合であ

る．このとき相空間の構造と分岐は，P = P∗ から前方に発

展させた軌道（Poincaré断面上で Y とする），P = P∗ から

後方に発展させた軌道（Poincaré断面上で Z とする），およ

び IIでの臨界軌道（Poincaré断面はQを通るようにとった）

の位置関係と，それがどう変化し得るかで記述できる．図 4

のベクトル場 Iの P = P∗ の黒太線上がそれである．

次に，この縮重から外れたときに臨界軌道はどのように変化しうるかを解析する．例えば図 3の状

況から外れ，P∗ が P より上側にずれた場合を考える．このとき，図 3の Z は，P を後方に発展さ

せた軌道を表す Z と，P∗ を後方に発展させた軌道を表す Z∗ とに分裂する．そのため，図 4のベク

トル場 Iの P = P∗ の黒太線上の Y = Z，Q = Z は各々 2つに分裂する（黒太線の上側）．

このようにして，まず 2つの臨界軌道の縮重的な場合を解析し，次にそこからの外れ方を解析する

ことで得られた分岐図を図 4に示す．これらを組み合わせると（本予稿では説明できないが，同じ記

号が同じ分岐を表す），上述のニュートン力学モデルの分岐図を含み，また別のある振動子モデルで

数値的に得られた分岐図（図 5）と一致することが示される．
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図 4. 解析で得られた分岐図
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図 5. ある振動子モデルで数値的に得られた分岐図
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1 はじめに
受動歩行は，制御なしに斜面を歩いて下る力学システムであり，ヒトの歩行の力学原理を理解し，

エネルギー効率の良い二足ロボットを設計する上で重要な知見を与えてくれる [1]．この力学システ
ムでは，アトラクタが例えカオスアトラクタでなくても，吸引領域がフラクタルとなることが知られ
ている．シンプルな数理モデルを用いた解析から，ポアンカレ写像の逆像が引き伸ばしと折り畳みの
効果を持ち，この逆像がポアンカレ断面上の領域に無限回作用することで，フラクタルな吸引領域と
なることが，先行研究 [2]で明らかにされている．これまでは足の質量を無限小として解析されてい
たが，本研究では現実に則して足の質量を加味して，吸引領域に与える影響を調べた．

2 モデル

図 1. モデル

本研究では，図 1に示すコンパス型のモデル
を用いる．このモデルは，質量M の質点から
なる胴体と，足先に質量mの質点を持つ長さ
lの 2本の脚を持ち，摩擦のない関節でつなげ
られている．脚と胴体の質量比を β = m/M

とする．θ1 は地面に対する支持脚の角度，θ2

は支持脚に対する遊脚の角度である．制御な
しに角度 γ の傾斜を歩き，g を重力加速度と
する．
接地直前の状態をポアンカレ断面として，

接地から次の接地までの写像をポアンカレ写
像とする．ポアンカレ写像のアトラクタが安
定な歩行を説明し，本研究ではこのアトラクタの吸引領域に着目する．ポアンカレ断面上の点を初
期点として，少なくとも n ステップ歩くことのできる初期点の集合を Dn (n = 1, 2, ...) とすると，
n → ∞により，Dn は吸引領域に近似的に一致する．

3 脚質量に応じた吸引領域の変化
図 2Aに，β = 0における γ = 0.001とγ = 0.012での吸引領域を示す．吸引領域 (青)は U字型
をしており，中央の大きなスリット (赤)の左側に多数のスリットが形成されていることがわかる．γ

が増加することでスリットの数が増え，γ = 0.012において吸引領域がフラクタルになっている．こ
のとき，中央の大きなスリットを囲むスリットが U字型の内縁と外縁に見られる．
図 2B に，β = 0.15 における γ = 0.001 とγ = 0.0025 での吸引領域を示す．こちらも吸引領
域 (青) は U 字型をしているが，β = 0 とは異なり，中央の大きなスリット (赤) の右側に多数のス
リットが形成されていることがわかる．ただしこちらも γ が増加することでスリットの数が増え，
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γ = 0.0025において吸引領域がフラクタルになっている．こちらも中央の大きなスリットを囲むス
リットが U字型の内縁と外縁に見られるが，外縁の構造が β = 0の時と大きく異なっている様子が
確認できる．

図 2. 脚質量に応じた吸引領域．A.β = 0，B.β = 0.15

4 吸引領域の形成メカニズム
なぜ脚質量に応じて吸引領域が変化するのかを，先行研究 [2]を参考に調査した．β = 0では，ポ

アンカレ写像の逆像によって，Dn が引き伸ばされて折り畳まれた領域と，Dn が左右反転してか
ら引き伸ばされた領域の 2 つの領域が結合することで，Dn+1 が形成されることがわかっていた．
β = 0.15では，Dn が引き伸ばされた領域と，Dn が反転してから引き伸ばされて折り畳まれた領域
の 2つの領域が結合することでDn+1 が形成されており，この違いにより吸引領域の形状が変化する
ことがわかった．
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力学系のリザバー計算：数値例とその理論
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1 概要
リザバー計算はそれ自身が力学系として定式化されるような機械学習手法であり，力学系から生成

される時系列データの学習に長けている．本講演では hyperbolic toral automorphism（HTA: トー
ラス上の双曲型自己同型写像）に対するリザバー計算の実例を示し，それを参照しながら，力学系の
リザバー計算が成功する場合の数学的機構について議論したい．

2 多様体上の力学系のリザバー計算
M を Rm に埋め込まれた d次元閉多様体，f : M → M をその上の力学系（ただしM はアトラク

タとは限らない）とする．また，Y := RN とする．本講演では，f が生成する時系列 {xn}n≥0 ⊆ Rm

をリザバーで「学習」する（以下，単に「力学系 f をリザバーで学習する」という）タスクを考え
る．その具体的なアルゴリズムは通常，次のようにして与えられる：
学習時間 T ∈ Nとリザバー写像 FΩ : Rm × Y → Y（Ω ∈ MN,N (R) ×MN,m(R)はパラメータ．
本稿では表立っては現れない），リザバーの初期状態 r0 ∈ Y が与えられたとき，

Step 1（学習段階） rn+1 = FΩ(xn, rn) でリザバーの状態列 {rn}Tn=1 ⊆ Y を生成する
Step 2（最適化＝「学習」） 誤差∑n≤T−1 ∥Wrn − xn∥22 を最小化するW ∈ Mm,N (R)を線型回
帰で計算する

Step 3（予測段階） F̃Ω,W (r) := FΩ(Wr, r)によって写像 F̃Ω,W : Y → Y を定義する（学習済み
リザバー）．その状態列 {rn}n≥T+1 を生成し，出力 {yn := Wrn}n≥T+1 を得る

このタスクの目標は {xn}n≥T と {yn}n≥T がダイナミクスとして類似することである．たとえば [1]

においてはロジスティック写像 f(x) = αx(1 − x)（α ∈ Rはパラメータ）に対して上のアルゴリズ
ムを用いて数値実験を行い，タスクが達成されることを確認した．f がロジスティック写像の場合に
は，M はたとえば f のアトラクタを含むような Rの閉区間だと思うことができる．
リザバー計算の理論を構築したり検証したりする上では，より様々な力学系に対して数値実験が

行えることが望ましい．しかし実は，上のアルゴリズムは M = S1 := R/2πZ のときの 2 倍写像
f(x) = 2xやM = T2 := S1 × S1 のときの HTA（後述）のように，M を Rm に埋め込んだ際にそ
の外側における f の定義が自明でない場合にはうまく機能しないことがわかっている．そこで，上の
アルゴリズムを次のように修正する：
M の Rm への埋め込み ϕ : M → Rm を一つ固定する．埋め込みの前後の区別を明確にするため
に，M̃ := ϕ(M)と書き，また，xn ∈ M に対し ξn := ϕ(xn) ∈ M̃ と書く．M̃ ⊆ U ⊆ Rm を M̃ の
ある近傍とし，π : U → M̃ を一つ固定する．このとき，

Step 1（学習段階） rn+1 = FΩ(ξn, rn) でリザバーの状態列 {rn}Tn=1 ⊆ Y を生成する
Step 2（最適化＝「学習」） 誤差∑n≤T−1 ∥Wrn − ξn∥22 を最小化するW ∈ Mm,N (R)を線型回
帰で計算する
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Step 3（予測段階） F̃Ω,πW (r) := F |M̃×Y (π(Wr), r) によって写像 F̃Ω,πW : Y → Y を定義す
る．その状態列 {rn}n≥T+1 を生成し，出力 {ηn := π(Wrn)}n≥T+1 を得る

これは通常のアルゴリズムで xn としていた個所を ξn で，F̃Ω,W を F̃Ω,πW で，Wrn を π(Wrn)で
置き換えたものであるが，要するに「Step3 の出力を毎時刻 M̃ 上に押し付ける（射影する）」という
発想に基づいている．

3 数値例：HTAの場合
A ∈ Md,d(Z)を，det(A) = 1かつ，どの固有値も絶対値が 1でないような整数行列とする．この
とき hyperbolic toral automorphism（HTA: トーラス上の双曲型自己同型写像）fA とは，A

が定める線型写像 LA : Rd → Rd が Td 上に自然に誘導するような力学系のことをいう．HTAは微
分同相であり，構造安定であり，Lebesgue測度でエルゴード的であるなど，極めて性質のよい力学
系として知られている．（HTAに関する詳細は，たとえば [2] §8.5などを参照のこと．）

本講演では A =

(
2 1

1 1

)
の場合について，fA を修正アルゴリズムを用いて学習した例を示す．こ

の場合M = T2 であり，埋め込み ϕ : T2 := S1 × S1 → R2 × R2 と射影 π : (R2 \ 0) × (R2 \ 0) →
ϕ(S1 × S1) はそれぞれ ϕ(x1;x2) := (cosx1, sinx1; cosx2, sinx2) および π(η1; η2) := ( η1

∥η1∥ ;
η2

∥η2∥ )

を用いた．
その結果，適切に設計されたリザバーにおいては

• 出力時系列 {ηn} について ηn+1 ≈ ϕ ◦ fA ◦ ϕ−1(ηn)である，つまり学習は成功する
• 学習済みリザバー F̃Ω,πW は，トーラスに類似した「アトラクタ」をもつ
• リザバーの第 1，第 2 Lyapunov指数は fA の Lyapunov指数とほぼ一致する

など，リザバーが fA のダイナミクスをよく模倣していることを示す数値的諸結果が得られた．

4 リザバー計算の数学的機構
リザバー計算の学習が成功する，つまり入力時系列と出力時系列がダイナミクスとして類似する

ということは，「学習対象 f と学習済みリザバー F̃Ω,W が（半）共役になる」ということに基づいて
いると予想される．実は現在までに，f が「微分同相かつエルゴード的かつ擬軌道追跡的かつ分離的
（expansive）」という強い仮定の下であればこの予想の半共役版が（いくらかの条件付きで）正しい
ことの証明がほぼ完成している（論文準備中）．HTAはこれらの仮定をすべて満たす例であり，前節
で述べた数値実験結果は上の理論的洞察を支持するものであると考えられる．

謝辞 本研究の一部は JSPS 科研費 (課題番号：23H01083) および JST科学技術イノベーション創
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細胞周期ネットワークのトポロジーにより実現される、複数チェック
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1 概要
分裂酵母の細胞周期は厳密に制御されており，G1-S, G2-M それぞれのチェックポイントにおい

て異なる 2種のサイクリン-CDK複合体 (それぞれ G1-S複合体と G2-M複合体) の濃度上昇が必要
である. これら 2 つの複合体濃度が細胞周期の異なる時期に特異的に上昇することで，それぞれの
チェックポイントを通過できる. 一方で 2種の複合体は共通の CDKを含んでおり，これら 2種の複
合体がどのようにして時期特異的に制御されているかは不明である. CRNにおいて，各パラメータ
が変化することで，定常状態における各物質の濃度がどのように変化するか，ネットワーク構造のみ
から決定する理論（構造感度解析）を，私達のグループは確立してきた [1]. ネットワークの部分構造
が、あるトポロジカルな条件を満たすとき（緩衝構造），反応の活性変化の影響はその部分構造内に
限局する [2, 3]. 今回我々はこれらの手法を用いて，細胞周期システムにおいて，2つのチェックポイ
ントが独立に制御される仕組みを見出した.

2 構造感度解析 [1]

M 個の物質 (X1, · · · , XM ) と，N 個の反応 (1, · · · , N) から成る CRNを考える. n番目の反応が，
y1,nX1 + · · · + yM,nXM→ y′1,nX1 + · · · + y′M,nXM であるとする (n = 1, · · · , N). 各物質の濃度
x1, · · · , xM を並べたベクトルを x = (x1, · · · , xM )T，各反応の反応速度関数 r1, · · · , rN を並べた
ベクトルを r = (r1, · · · , rN )T とすると，CRNのダイナミクスは ẋ(t) = νr という微分方程式に従
う. ただし，ν ∈ RM×N であり，νm,n := y′m,n − ym,n である. 反応 j の反応速度関数 rj は，反応 j

の基質濃度にのみ依存すると仮定するが，特定の関数形を仮定することなく議論を進める. システム
が定常状態 xを持つと仮定して，その時の反応速度 r は，νr = 0つまり，r ∈ kerν を満たすので，
kerν の基底を c1, · · · , cK とすると，r = µ1c1 + · · · + µKcK と書ける (µ1, · · · , µK ∈ R). kn →

kn + δkn の摂動により, 各反応速度が rj → rj + δrj となるとして, δrj = δkn

K∑
p=1

∂µp

∂kn
cp,j が成り立

つ. 一方で, rj の全微分は Kronecker delta δn,j を用いて δrj = δkn

{
δn,j

∂rj
∂kn

+

M∑
m=1

∂rj
∂xm

∂xm

∂kn

}
となる. これらの式をもとに以下の式が導かれる.

S :=



∂x1

∂k1
· · · ∂x1

∂kN

...
...

∂xM

∂k1
· · · ∂xM

∂kN
∂µ1

∂k1
· · · ∂µ1

∂kN

...
...

∂µK

∂k1
· · · ∂µK

∂kN


∝ −A−1,A :=

 ∂r
∂x −c1 . . . −cK

 (1)

ただし，ここではM +K = N (つまり、系が保存量を持たない) と仮定しており，Aと S は正方
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行列である. S は各パラメータ摂動に対する各物質濃度と反応速度の応答を表す. Aの左部分 ∂r
∂x が

0か否かについては，CRN構造のみから決定できることに注意する. これから摂動応答 S = −A−1

の 0要素の分布についても、反応関数を具体的な形によらず決定できる.

3 緩衝構造 [2, 3]

(1)から、以下の限局則が導出できる. これは摂動の応答範囲が有限範囲に限られ, その範囲がネッ
トワーク構造から決まることを示すものである.

限局則 部分ネットワーク Γ = (m, τ )(m, τ はそれぞれ物質, 反応の部分集合) が，以下の 2条件を
満たす時，Γは緩衝構造であるという.

1. τ 以外の反応で，m内部の物質を基質とする反応は存在しない.

2. −|m|+ |τ | −N(τ ) = 0.

この時，Γ内部の反応パラメータに摂動は，m以外の物質の平衡値の濃度は変化しない.

ただし，N(τ )は Γ内部のサイクル数である. 例えば，図 1のネットワークにおいては，Γ = {2, P}が
緩 衝 構 造 で あ り ，反 応 2 へ の 摂 動 は P の み に 限 局 す る.

図 1.

なお上記の結果は保存量を持つ CRN にも拡
張できる [3].

4 細胞周期システムの解析
細胞周期システムに対し構造感度解析を

行ったところ，G1-S 複合体と G2-M 複合
体の定常濃度は，互いに disjoint な反応パ
ラメータによって制御されており，2 つの
複合体は独立に制御されることが予測さ
れた. これは，2 つの複合体が異なる緩
衝構造に含まれることに起因する (図 2).

実験検証の結果，理論が予測した独立制御は
実際の生命システムにおいて少なくとも部分
的に成立していた. さらに，予測がネットワー
ク構造のみに依存するという本解析の利点を
活かし，実験結果から逆に，欠けているネットワークの情報を推定することもできた.

図 2.
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