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1 概要
ビリヤード系では, 二次元領域内を直進し境界で入射角と反射角が等しくなるよう向きを変えるよ
うな質点（ボール）の運動を取り扱う. 境界上のボールの衝突点とその向きを, その次の衝突点と向
きに写すような写像を考えると, これは面積保存写像となる. 本発表では, Aubry-Mather 理論の結
果をビリヤード系に適用し, ビリヤード系の不変曲線が存在しないための十分条件を与える.

2 ビリヤード系

図 1. ビリヤード系

二次元領域 D ⊂ R2 とその中を動く質点を考える. 質点は領
域 D 内では摩擦力がゼロのまま一定の速度で直進し, 境界では
弾性衝突するとする. このとき, 質点は入射角と反射角が等し
くなるように進行方向を変えて, また直進を始める. このよう
なルールで動く質点の軌道について考えることにする.

ビリヤードの軌道を考える際は, 境界における衝突位置と衝
突直後の進行方向がわかれば十分である. 曲線 γ = ∂D の弧長
パラメータを sとし, 衝突点における γ の接線と衝突直後の進行方向のなす角を α, w = − cosαと
する. 衝突前のパラメータを衝突後のパラメータに写す写像 T : (s, w) 7→ (s′, w′) をビリヤード写像
といい, ビリヤード写像によって定まる力学系をビリヤード系という. 特に γ が周長 Lの閉曲線のと
き, T は (R/LZ)× [−1, 1]上の写像になる. (w = 1および w = −1については, T が w について連
続になるように拡張する.) 領域 D が狭義凸で境界 γ が十分滑らかであれば, T は面積形式 dw ∧ ds

を保ち, さらにツイスト条件 ds′

dw
> 0を満たす.

3 不変曲線
面積保存ツイスト写像 ϕ : S× [−1, 1] → S× [−1, 1]に対して, 曲線 C が S× {0}とホモトピック
であって ϕ(C) = C となるとき, C を ϕの不変曲線と呼ぶ. すなわち, 不変曲線とは ϕで不変な集合
であってアニュラス S× [−1, 1]を左から右へちょうど一周するような曲線である.

ビリヤード写像の不変曲線について, 次の Birkhoffの予想が知られている.

予想 1. D が凸で, γ = ∂D が滑らかであるとする. 相空間の境界の近傍が不変曲線による葉層構造
を持つとき, D は楕円である.

Birkhoffの予想に関する重要な結果は以下のようなものがある.

• Lazutkin (1973) [1] γ = ∂D が十分なめらかでかつ曲率が 0にならない場合, 不変曲線は存
在する.

• Mather (1982) [2] γ = ∂D 上に曲率が 0になる点が存在すれば, 不変曲線は存在しない.

• Hubacher (1987) [4] γ = ∂D 上に曲率が不連続になる点が存在すれば, 相空間の境界の近
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傍に不変曲線は存在しない.

• Bialy (1993) [3] 相空間全体が不変曲線による葉層構造を持つとき, D は円である.

4 主結果

図 2. 考えるビリヤード系

まず, ビリヤード系を考える領域を設定する.

関数 f(x) : R → R を次の条件を満たす C2 級関数と仮定
する.

f(x) > 0, f(x+ c) = f(x), L =

∫ c

0

√
1 + f ′(x̃)2dx̃.

ビリヤードを考える領域 D を D = {(x, y)| − f(x) ≤ y ≤
f(x)} と定め, 図 2のようにボールが上側の境界と下側の境界
を交互に反射するようなケースを考える.

(s, w) を弧長パラメータ s =

∫ x

0

√
1 + f ′(x̃)2dx̃ と w = cosα の組としておく (α ∈ (0, π) は反

射角). x(ŝ) = x(s) + c となる s と ŝ を同一視することで, s を R/LZ の元と見なす. このとき,

(R/LZ)× (−1, 1)上のビリヤード写像 T : (s, w) 7→ (s′, w′)は, 面積形式 ds ∧ dw を保ち, さらにツ
イスト条件 ∂s′

∂w
> 0を満たす.

定理 2. 次の不等式を満たす x2 ∈ [0, c)が存在するとき, ビリヤード写像は相空間 (R/LZ)× (−1, 1)

上に不変曲線を持たない.
f ′′(x2)f(x2) + f ′(x2)

2 + 1 ≤ 0

注意 3. 上の不等式は
d2

dx2
f2(x2) ≤ −2

と書き換えることもできる.
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結合エノン写像における一様双曲領域について
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スメールの馬蹄型力学はカオス発生の基本的な機構である [1]．馬蹄型機構をもつ力学系では，適当な
領域が引き延ばしと折り畳みを受け，馬蹄状領域が生成されることにより軌道の初期条件の記憶は指
数関数的に失われる．2次元平面上で定義される写像，例えば，エノン写像：(x, y) 7→ (a−x2−y, x)(こ
こでは面積保存の場合を考える)は馬蹄型力学を実現するミニマルなモデルであり [2]，その生成と崩
壊に関する詳細な研究が数多くある．aが十分大きいとき，理想的な馬蹄型力学が実現され，系は一
様双曲的にある [3]. aを徐々に小さくすると，あるところで系の一様双曲性が崩れ (first tangency)

[4]，系のダイナミクスは複雑になるが，しばらくの間は，パラメータ a上で一様双曲性が復活する有
限の長さをもつ区間が多数現れる [5, 6]. そのような区間上では，十分大きな aのときに見られる完
全な馬蹄型力学ではなく，有限型マルコフシフトではありつつも，自明ではないダイナミクスが実現
される [6]．
ここでは，2次元エノン写像を高次元に拡張した以下の結合エノン写像を用いて，引き延ばしと折

れ畳みの方向が複数存在する状況下での馬蹄型力学と一様双曲性の問題を考える．

F :


x
y
z
w

 7→


a0 − x2 − z + c(x− y)
a1 − y2 − w − c(x− y)

x
y


ここで，a0, a1, cはパラメータであり，この系は，Moserによる 2次多項式シンプレクティック写
像の標準型 [7]から，適当なアフィン変換を施すことによって得られる．この系は 2つの極限，すな
わち，1) a0 = a1 =: a → ∞(cを固定)，および 2) a, c → ∞ (c/

√
a を固定)に対して，反可積分極

限 (anti-integrable limit) をもつ．反可積分極限近傍では，前者については，4進記号力学系が，ま
た後者については，2進記号力学系が得られることから，それぞれの極限の近傍では位相的馬蹄およ
び一様双曲性が成立することが予想される．
ここではまず，Devaney-Niteckiの方法 [3]を高次元に拡張することにより，位相馬蹄および一様

双曲性成立の十分条件を導出する [8]．Devaney-Nitecki のアプローチは cone field条件を介して一
様双曲性を導くものであるため，得られた結果は，上記，反可積分極限近傍のみならず，a0 6= a1 の
場合を含む，より一般的なパラメータ領域での一様双曲性に関するものである．
次に，2次元エノン写像で見出されたものと同様の非自明な一様双曲領域の出現の可能性を，Arai

により提案された computer-assisted proof の方法 [5]を適用することにより探る．Araiの方法は，
系の鎖回帰型集合上のおいては，擬双曲性と呼ばれる，一様双曲性よりも弱い条件が一様双曲性と等
価になる事実に基づいて一様双曲性の判定を行うものである．ここでは，鎖回帰集合と擬双曲性を効
率的かつ精度保証付きで計算するために GAIO[9]を用いる．結合エノン写像は，R4 上で定義され探
索範囲が大きいため，鎖回帰集合上の擬双曲性の判定に多くの計算時間を要する．そのため，2次元
エノン写像に関する計算 [5]と比較し探索可能なパラメータ空間は限られるが，図 1に見るように，
Devaney-Niteckiの方法を通して見出された 2つの単純な馬蹄型力学とは異なるトポロジーをもつ，
非自明な一様双曲領域の候補を見出すことができた．
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一方，Araiの方法も一様双曲性の十分条件を計算機支援で与える方法であることから，ここで得
られた一様双曲領域が，2つの単純な馬蹄型領域にある一様双曲領域から「真に」隔てられた，非自
明な一様双曲領域であることは明らかではない．ここではさらに，周期軌道（具体的には不動点およ
び２周期軌道）の分岐条件を調べることにより (図 1(b)参照)，後者の一様双曲領域が 2進および 4

進のいずれの記号力学系とも共役ではない，一様双曲領域であることを明らかにする．一様双曲領域
の数値的判定に時間を要するため，十分広いパラメータ領域の探索は困難であるものの，非自明な一
様双曲領域は c方向に厚みをもっていることが示唆される (図 1(c)参照)．このことから，2次元エ
ノン写像で見出されたものと類似の現象，すなわち，パラメータ変化に対する間欠的な一様双曲領域
の復活が高次元でも起きていることが予想される．

(a) (b) (c)

図 1: 結合エノン写像の一様双曲領域．a = a0 = a1．(a)は全体図．(b)は非自明な一様双曲領域近
傍の拡大図．(c)は非自明な一様双曲領域の拡大図．
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折り紙写像における不変曲線の存在について
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1 概要
折り紙テッセレーションは, 折り紙の展開図における折り目が周期的な構造をもつものを指し, し
ばしば非自明な挙動を示すことから折り紙工学といった分野で研究が行われている. 特に, 折り面が
三角形で, かつ周期的に構成されるような場合には, 折り紙は円柱形を作ることが知られている. 風船
基本形をモジュールとした「なまこ折り」と呼ばれる折り紙テッセレーションはその一つであり, 折
り紙が波状の円柱曲面を形成することが分かっている [1]. 先行研究 [2]では, なまこ折りの形成手順
を円柱形を構成する様々な折り紙テッセレーションに一般化し, その手順で円柱形が作られていく様
子を離散力学系として定式化を行い, その系が保存系であることを示している.

　本研究では, 先行研究で定式化された離散力学系について, テッセレーション上のモジュール数を
大きくした場合についての写像における不変曲線の存在を KAM定理を用いて示す. さらに, 数値実
験によって実際にモジュール数を十分大きくした場合の力学系において, 不変曲線が残り続けること
を確認する.

2 折り紙写像の定義
折り紙におけるモジュール数を N , 折り紙上の折り目の長さに関する定数を l, r1, r2, 2 つのパラ

メータを (d, ρ) ∈ (0, l)× (−π, π)とし, 写像の簡単化のため以下の各関数を定義する.

A(d; r1, r2) =

√
−4d2r22 + l4 − 2l2(r21 + r22) + (r21 − r22)

2

r1 − d

B(d; r1, r2) = −2d2 + l2 + r21 + r22, C(d; l) =
√
(l − d)(l + d), D(d; r1) =

√
r1 − d

E(d, ρ; l, r1, r2, N) =

√
(l2 − 3d2) cos

2π

N
− d2 − 4dC sin

2π

N
sin ρ+ 2C2 sin2

π

N
cos 2ρ+ 3l2

(1)

折り紙写像とは、以下の関数

F (d, ρ; l, N, r1, r2, σ) =

[
1
2C sin π

N

(
D sin ρ∓DA cos ρ+ 2dC cot π

N

)
atan2

(
−B cos ρ∓DA sin ρ

2C ,
cos π

N (DCA cos ρ−CB sin ρ)

2C2 + 2d sin π
N

)]
(2)

G(d, ρ; l, N) =

[
C sin π

N sin ρ+ d cos π
N

atan2
(
− 2C cos ρ

E ,
2d sin π

N −2C cos π
N sin ρ

E

)]
(3)

に対し, i ∈ {0, . . . n − 1}, ki ∈ {0, 1}, F i = F (d, ρ; ri−1,1, N, ri,1, ri,2, σi), Gi = G(d, ρ; ri,1, N)

としたときの n回の写像の合成
M = (G

kn−1

n−1 ◦ F n−1) ◦ · · · ◦ (Gki
i ◦ F i) ◦ · · · ◦ (Gk0

0 ◦ F 0) (4)

で表される写像である. σi は各折り目が山折りか谷折りかを表すシンボルであり, この折り紙写像
M を用いて, 以下のように離散力学系を定義する.

M :

[
dm
ρm

]
7→
[
dm+1

ρm+1

]
(5)
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3 KAM定理
シンプレティック写像 f(ρ, d; ε) = (ρ′, d′)とその母関数 S(ρ, d; ε) = 〈ρ, d〉+S0(d

′)+ εS1(ρ, d
′; ε)

に対し, ε → 0のとき, f(ρ, d; ε) = (ρ+ ∂S0

∂d′ (d), d)となる. ここで, 以下で紹介する KAM定理を用
いて, 本研究では ε−1 に対応するモジュール数 N を十分大きくした際にも不変曲線が存在すること
を証明した. 面積保存写像をシンプレティック写像とも呼び, 本研究の折り紙写像は面積保存写像で
ある [2]. 講演では, 折り紙写像において N → ∞ とした際の関数形がある d の関数 ξ(d) を用いて,

(ρ+ ξ(d), d)の形になることを紹介する.

定理 1 (KAM定理)

　シンプレティック写像 f に対する非退化条件 det(Hess S0) 6= 0 が成立し, ω = ∂S0

∂d′ (d) がディオ
ファントスベクトルであるならば, 十分小さい ε > 0に対して, f(ρ, d; ε)にも不変トーラスが存在し,

その上に制限した写像は ρ ∈ T→ρ+ ω と位相共役である.

4 数値実験結果
折り紙写像を図 1(a) の展開図に適用した結果を以下に記す. なお, 初期点は等間隔に取っており,

解が有限解の場合は図示しないものとする. 一つの曲線については, 600個の点を取っている. 数値
実験より, モジュール数N が大きくなっていくにつれ相図の曲線は全体的に dm が一定の直線形にな
り, 不変曲線が多く存在することが確認できる. 講演では他の例でも直線形になることを紹介する.

図 1. (a)折り紙写像を適用する展開図. パラメータは (r0,1, r0,2, σ0, r1,1, r1,2, σ1, r2,1, r2,2, σ2) = (0.815, 0.985,M,

1.23, 1.185,M, 1.28, 0.61, V )である. (b)-(g)モジュール数を変化させていった際の相図 (N = 10, 20, 40, 80, 160, 5120).
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変分法と力学系理論による探査機の軌道設計
柴山 允瑠
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1 制限 3体問題
2質点が 2体問題に従って円運動し，それらから受ける万有引力のもとでの無限小の質量の質点の
運動を調べる問題を円周制限 3 体問題という．惑星探査機の軌道設計でよく用いられるモデルの 1

つである [1, 2]．その運動方程式は
ẍ = 2ẏ + x+ Ux, ÿ = −2ẋ+ y + Uy, z̈ = Uz

と表される．ここで，

U(x, y, z;µ) =
1− µ√

(x+ µ)2 + y2 + z2
+

µ√
(x+ µ− 1)2 + y2 + z2

L3 L1 L2

L4

L5

である．図の L1, . . . , L5 は平衡点でラグランジュ点と呼ばれる．
パラメータ µ = m2

m1+m2
は例えば，

• 地球-月:µ = 1.217333774× 10−2

• 太陽-地球: µ = 3.002826693× 10−6

• 太陽-木星: µ = 9.533769536× 10−4

である．

2 周期解の数値計算
平面 (z = 0) 制限 3体問題は

L =
1

2
(ẋ2 + ẏ2) + xẏ − yẋ+

1

2
(x2 + y2) + U(x, y)

をラグランジアンとするラグランジュ系である．作用積分

A =

∫ T

0

1

2
(ẋ2 + ẏ2) + xẏ − yẋ+

1

2
(x2 + y2) + U(x, y)dt

の臨界点が解に対応する．
x(t)，y(t)をフーリエ級数による近似は

x(t) =
N∑

k=1

a1k cos
2πkt

T
+ a2k sin

2πkt

T
, y(t) =

N∑
k=1

b1k cos
2πkt

T
+ b2k sin

2πkt

T
.

の形で，フーリエ係数を最急降下法 ((a, b) → (a, b)− δgrad(A)(0 < δ ≪ 1))で Aが小さくなるよ
うにしていく (a, b) = (a11, . . . , a2N , b11, . . . , b2N )．

A =
N∑

k=1

(
1

4

(
2πk

T

)2

(a21k + a22k + b21k + b22k) +
2πk(a1kb2k − a2kb1k)

T

+
1

2
(a21k + a22k + b21k + b22k)

)
+

∫ T

0

U(x, y;µ)dt,
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だから， gradAの成分は

∂A
∂a1k

=
1

2

(
2πk

T

)2

a1k +
2πkb2k

T
+ a1k +

∫ T

0

Ux(x, y;µ) cos
2πkt

T
dt, . . .

となる．この方法により，多くの周期解を数値計算により求めた．制限 3 体問題の周期解は膨
大に存在するので，コペンハーゲン問題 (µ = 0.5 の場合の制限 3 体問題) に対する Strömgren-

Hénon[3, 4, 5, 6]の分類 (図 1,2)に従って求める．
他にも，変分構造を用いて求めた準周期解やホモ/ヘテロクリニック軌道，無限遠点の正則化を用
いて求めた深宇宙探査軌道の数値解を紹介する．

図 1. タイプ iの周期解

図 2. タイプ fの周期解
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[6] E. Strömgren, Periodic Orbits in the Restricted Problem of Three Bodies in Their

Relation to Hill’s Work on the Motion of the Moon, Amer. J. Math., 60 (1938), pp. 867–

879.

日本応用数理学会 2024年度 年会 講演予稿集 (2024-09-14/16) Copyright (C) 2024 一般社団法人日本応用数理学会


	C3-3-1
	C3-3-2
	C3-3-3
	C3-3-4

