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1 序論
アクティブネマティクスは，構成要素の自己駆動と相互作用により配列を形成するシステムであ

り，細胞や分子モーターなどの単位から構成され複雑な挙動を示す．近年，その構成要素の配向角度
を大きく変化させるトポロジカル欠陥の研究が盛んである．トポロジカル欠陥は構成要素の運動を制
御し，相互作用しながら生成や消滅を繰り返すことが知られており，その欠陥の制御は全体のシステ
ムの制御に繋がるからである．欠陥の平衡条件は弾性エネルギーにより評価されるが，エネルギーの
計算には線積分などの数値的な手法が用いられる．
本稿では，弾性エネルギーの陽公式を導出する．その理論に基づき，円が複数交わっている領域

で，欠陥が発生する位置や欠陥の回転数を考察し，先行研究の結果を数学的に検証する．

2 問題設定
領域 Ω内のトポロジカル欠陥 z = zk, k = 1, . . . , N が作る弾性エネルギーは，欠陥の特異点を中

心とした半径 ϵの領域 D(ϵ)を除いた，以下の面積分で定義される:

F =

∫
Ω\D(ϵ)

|∇ϕ(x, y)|2dxdy. (1)

Miyazakoらは，配向角度 ϕの複素ポテンシャルを導入し，複素グリーンの定理を用いて図 1(A)で
示す線積分でエネルギーを評価した [1]．しかし，ポテンシャル内の logのブランチを回避するため，
経路を適切に選ぶ必要がある．この問題点を解決するため，エネルギーの陽公式を導出する．

3 主結果:弾性エネルギーの陽公式
式 (1)で定義されるエネルギー F は，座標 zk と単位円から Ωへの等角写像 w = g(z)を用いて以

下で与えられる：

F = −2π
N∑

k=1

q2k log ϵ+ 2πFd + Fg +O(ϵ log ϵ), (2)

Fd ≡
N∑

k=1

(
q2k − 2qk

)
log |g′(zk)|+

N∑
k=1

q2kIm[R(zk)] +
N∑

k=1

N∑
l ̸=k

qkqlIm[G(zk, zl)], (3)

Fg ≡
∫
D

∣∣∣∣g′′(z)g′(z)

∣∣∣∣2 dS + 4π log |g′(0)|. (4)

ここで，G(., .)や，R(., .)は以下のように与えられる．

G(z, zk) = −i[log(z − zk) + log(1− zkzk)]−
π

2
, R(zk) = −i log(1− zkzk)−

π

2
. (5)

式 (2)の第一項は座標 zk には依存せず，第二項の Fd は座標 zk のみに依存する．そのため，エネル
ギーの最適化の際には，Fd を最適化すれば良い．
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図 1. (A)積分経路 (B) 円が二つ交わった領域の欠陥位置と中心間距離．(C)Ienagaらが予想した比例関係との比較．

4 数値実験: Quadrature domainにおける欠陥定位
数値実験として，Ienagaらよる，円形の領域が交わったような領域に対する欠陥位置の考察を行

う [2]．Ienagaらは欠陥間距離と円の中心間距離の比例関係を予測した．単位円からこのような領域
への等角写像は，数学的には Quadrature domainでよく近似されることが知られている：

g(z) =
a4 − 1

a2 − a+ 1
· z

a2 − z2
. (6)

このとき，写像前の座標 z = sに関して，エネルギー Fd が以下のように陽に記述される．

Fd = −1

2
log[2s(1− s4)]− 3

4
log |g′(s)| − 3

4
log |g′(−s)|. (7)

このエネルギーの極値を求めると，欠陥位置は以下 tに関する多項式の解として得られる：
p2(t) = t4 + 18a2t3 + 5(a4 − 1)t2 − 18a2t− a4 = 0, t = s2. (8)

図 1(B)に，円が二つ交わった領域に関する配向の例を示す．これを用いて，図 1(C)で示すように，
Ienagaらが予想した仮説を数学的に検証することが可能になった．
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1次元フェーズフィールドモデル

(PFM; (0, 1))



τφt = dφxx + φ− φ3 + 2u in (0, 1)× (0,∞),

ut +
ℓ

2
φt = κuxx in (0, 1)× (0,∞), (1)

φx(0, t) = φx(1, t) = 0, ux(0, t) = ux(1, t) = 0 in (0,∞), (2)

φ(x, 0) = φ0(x), u(x, 0) = u0(x) in (0, 1)

の定常解の安定性について数値的考察を行う. このモデルは非等温な固体と液体に関する相転移現象
に関連する数理モデルである. ここで, φ = φ(x, t), u = u(x, t)は未知関数, τ, d, ℓ, κは正定数であ
る. 式 (1), (2)から以下が成り立つ.

d

dt

{∫ 1

0

(
u(x, t) +

ℓ

2
φ(x, t)

)
dx

}
= 0.

これより, mを実定数とすると, (PFM;(0, 1))は保存則∫ 1

0

u(x, t)dx+
ℓ

2

∫ 1

0

φ(x, t)dx ≡
∫ 1

0

u0(x, t)dx+
ℓ

2

∫ 1

0

φ0(x, t)dx =: m

を持つことがわかる. (PFM;(0, 1))の定常問題を考えると, 式 (1), (2)より, uは未知定数となり, こ
れを ūとする. さらに, 単調増加な解 φに注目すると, 定常問題

(SP)



dφxx + φ− φ3 + 2ū = 0 in (0, 1), (3)

φx(0) = φx(1) = 0, (4)

φx(x) > 0 in (0, 1), (5)

ū+
ℓ

2

∫ 1

0

φ(x)dx = m (6)

をえる. ここで, φ = φ(x)は未知関数, mは実定数, ūは未知定数である.

(SP) の解構造に関して, Elliott-Zheng (FBP:ISNF, 95, (1990)) と Suzuki-Tasaki (Nonlinear

Anal, 71,(2009))は, 特別な ℓ,mにおいて, 定数解と非定数解の存在・非存在と安定性の結果をえた.

最近, Mori-Tasaki-Tsujikawa-Yotsutani (DCDS-B, 28,(2023)) は, 一般の ℓ,mに対して, 非定数解
の存在・非存在の情報を与える, 全ての非定数定常解の大域的分岐ダイアグラムが明らかにした. こ
れにより, 各分岐ダイアグラムは曲線であり, ℓ,mの値によって分岐構造は多彩に変化することがわ
かった. 特に 0 < ℓ < 1では 2次分岐が起こり, ℓ ≥ 1では起こらない.

全ての定常解の構造が明らかにされ, 解の安定性を解析する目途が立ったことから, 本研究では,

(SP)の線形化固有値問題を数値的に解き, 解の安定性を調べることを目標とする.

安定性解析の第 1歩として, まず, 0 < ℓ < 1と比べて構造が単純な ℓ ≥ 1において, 解の安定性が
どのように変化するのかについて調べる.
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図 1は ℓ = 1.1における分岐ダイアグラムを mの値を変えるごとに描いたものである. 図 1内の
黒色の放物線は式 (3), (4), (5)を満たす解が存在する領域の境界を表す. なお, この解が一意的であ
ることはよく知られている. この解を φ(x; ū, d)とかく. ゆえに, d > 0かつこの曲線で囲まれた水色
の領域が φ(x; ū, d)の存在領域である. 図 1中のmをとめるごとに描かれているのピンク色, オレン
ジ色の曲線は, 式 (6)を満たす φ(x; ū, d) に対応する (ū, d)である.

図 1. ℓ = 1.1における分岐ダイアグラム

φ(x; ū, d)の安定性に関して, 森 (武蔵野大学数理工学センター紀要, 8, (2023))は, ℓ ≥ 1の場合に
おいて, φ(x; ū, d)を数値的に求め, それを初期値とした時間発展問題 (PFM;(0, 1))を解き, 安定性を
調べている. しかしながら, (SP)の分岐構造を捉えるために必要不可欠な線形化固有値問題の考察は
なされていない. そこで, 本講演では, ℓ ≥ 1の場合に (SP)の線形化固有値問題を数値的に解くこと
で, φ(x; ū, d)と対応する固有値, 固有関数の情報について得られた結果を報告する.

図 2は, ℓ = 1.1, m = 0.05における分岐ダイアグラム (図 1の左から 2番目)上の解 φ(x; ū, d) の
安定性に関する数値計算結果である. m = 0.05のとき, 分岐ダイアグラムは定数解と内部層を持つ解
をつなぐ曲線となる. 図 2中の左右に並んだ緑色のグラフは黄色点 (ū, d)における解形状を表す. 赤
色の曲線上には不安定な解があり, 青色の曲線上には安定な解がある.

図 2. ℓ = 1.1, m = 0.05における解形状とその安定性

固有値と解形状等の詳細, 他の m の値における分岐ダイアグラム上の解の安定性については講演
時に述べる. なお, 本研究は, 田崎 創平氏 (北海道大学), 辻川 亨氏 (宮崎大学名誉教授, 明治大学), 宮
本 安人氏 (東京大学), 四ツ谷 晶二氏（龍谷大学名誉教授) との議論に基づくものである.
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ある自己交差する閉曲線の曲線短縮問題における
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1 概要
X0 は曲率が正で自己交差する閉曲線, α > 0 とする. このとき,

dX
dt

= −καN and X (·, 0) = X0

をみたす曲線の族 {X (·, t)} の振る舞いについて考える. ここで, κ(·, t) と N (·, t) は曲線 X (·, t) の
曲率と外向き単位法線である. この問題は, 外向き法線方向のなす角が θ である曲線上の点における
曲率を k(θ, t) とおき, v(θ, t) =

(
α

1
α+1 k(θ, t)

)α
, p = 1 + 1

α とおくと, θ をパラメータとした, 次の
準線形放物型偏微分方程式の解の振る舞いを考えることに帰着される.

vt(θ, t) = v(θ, t)p
(
vθθ(θ, t) + v(θ, t)

)
and v(θ, 0) = v0(θ) :=

(
α

1
α+1 k0(θ)

)α
. (1)

ここで, k0(θ) は θ をパラメータとした X0 の曲率である. この問題に関するこれまでの研究として
は, 0 < α ≤ 1 (p ≥ 2) の場合について, (1) の解 v の漸近挙動や閉曲線 X の特異性に対する研究が
ある ([1], [2], [3] など). 一方, α > 1 (1 < p < 2) の場合については, [4] の中でディリクレ問題に対
する (1) の解の振る舞いについて考察されているが, 自己交差する閉曲線に対する曲線短縮問題の解
の振る舞いに関することはあまり知られていない.

そこで, 本講演は, 図 1のような閉曲線が初期曲線 X0 で, α (p) が α > 1 (1 < p < 2) をみたす場
合に対する, (1) の解の漸近挙動について考察したい. 具体的には, (1) において, 1 < p < 2 で, かつ
次の (V1), (V2), (V3), (V4) をみたすような v0 について考える.

(V1) 次をみたす 2 以上の整数 m がとれる:

• v0(θ + 2mπ) = v0(θ) for θ ∈ R
• v0(−θ) = v0(θ) and v′0(θ) < 0 if 0 < θ < mπ.

(V2) v0(θ) ≥ ε0 > 0 for θ ∈ R.

(V3) v′′0 (θ) + v(θ) ≥ 0 for θ ∈ R.

(V4)

∫ mπ

−mπ

v0(θ)
1−p cos

θ

2m
dθ < ∞.

図 1: X0 の例 (m = 2)

注意 α > 0 (p > 1) のとき, (V1), (V2), (V3), (V4) のもとで, (1) の解 v は次をみたす.

• v(θ + 2mπ, t) = v(θ, t).

• v(−θ, t) = v(θ, t) and vθ(θ, t) < 0 if 0 < θ < mπ.

特に, v(0, t) = max
θ∈[−mπ,mπ]

v(θ, t), v(±mπ, t) = min
θ∈[−mπ,mπ]

v(θ, t).

• v(θ, t) ≥ ε0 > 0.

• vt(θ, t) = v(θ, t)p
(
vθθ(θ, t) + v(θ, t)

)
≥ 0.
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2 主結果
定理 1 p は 1 < p < 2 を, v0 は (V1), (V2), (V3), (V4) をみたすものとし, v を (1) の解とする.

このとき, 次をみたす Tmax > 0 と γ∞ ∈
(
π
2 , π

) が存在する:

(i) lim
t↗Tmax

v(0, t) = ∞ かつ lim
t↗Tmax

(Tmax − t)
1
p v(0, t) < ∞,

(ii) θ ∈ (γ∞,mπ) のとき, sup
t∈[0,Tmax)

v(θ, t) < ∞.

注意 p が 1 < p < 2 をみたす場合の (1) の解 v の振る舞いについて, 定理 1 (i) から, v の最大値が
Type 1 爆発する. 一方, (ii) は, 有界な部分が残る (全領域での爆発ではない) ことを意味する.

定理 2 p は 1 < p < 2 を, v0 は (V1), (V2), (V3), (V4) をみたすものとし, v を (1) の解, Tmax

は定理 1 で与えられたものとする. また,

τ := log
1

Tmax − t
, V(θ, τ) := e−

τ
p v(θ, Tmax − e−τ ) = (Tmax − t)

1
p v(θ, t)

とおく. このとき, 次をみたす {τi}i∈N, θ∞ ∈
(π
2
,mπ

)
, w ∈ C([−θ∞, θ∞]) ∩ C2((−θ∞, θ∞)) が存

在する:

• V(θ, τi) → w(θ) as i → ∞ uniformly in [−θ∞, θ∞].

• w は次をみたす: wθθ + w =
1

p
w1−p in (−θ∞, θ∞), w(±θ∞) = 0, w(0) > 0.

さらに, V の振る舞いについて, 次の結果を示すことができる.

定理 3 p は 1 < p < 2 を, v0 は (V1), (V2), (V3), (V4) をみたすものとし, v を (1) の解とする.

また, Tmax, {τi}, θ∞, w は定理 1 と定理 2 で与えられたものとし,

wp(θ) :=

(
2

p(2− p)
cos2

pθ

2

) 1
p

とおく. このとき, 次が成り立つ:

(i) Z
(
(Tmax)

1
p v0(·)− wp(·)

)
≤ 2 ならば, θ∞ = π

p で V(θ, τi) → wp(θ) uniformly in [−π
p ,

π
p ].

(ii)

∫ π
p

0

cos y

v0(y)p−1
dy < 0 ならば, θ∞ ∈

(
π
2 ,

π
p

)
, w ̸= wp, かつ Z

(
(Tmax)

1
p v0(·)− wp(·)

)
> 2.

ここで, Z
(
f(·)

) は関数 f(·) の零点数.
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1 はじめに
半線形波動方程式の初期値問題{

utt −∆u = |u|p in Rd × [0,∞),

u(x, 0) = εf(x), ut(x, 0) = εg(x) x ∈ Rd
(1)

を考える．ここで，p > 1とし，f, g は台コンパクトで滑らかな Rd 上の関数とする．ε > 0は十分
小さなパラメータである. (1)の解の lifespan，T (ε) を

T (ε) = sup {t > 0 | 任意に固定された (f, g)に対して，(1)の解 u(x, t)が存在する }

で定義する．
d = 1のとき，Zhou (1992)により任意の p > 1に対し,ある正定数 c, C が存在し,

cε−(p−1)/2 ≤ T (ε) ≤ Cε−(p−1)/2 if

∫
R
g(x)dx ̸= 0,

cε−p(p−1)/(p+1) ≤ T (ε) ≤ Cε−p(p−1)/(p+1) if

∫
R
g(x)dx = 0

が得られている．1 < p < pc(d) (d ≥ 3)，または, 2 < p < pc(d) (d = 2) のときは，次の結果が
Zhou (1993)，Lindblad (1990)，Lai-Zhou (2014)，Sideris (1984)らにより得られている．

cε−2p(p−1)/γ(p,d) ≤ T (ε) ≤ Cε−2p(p−1)/γ(p,d).

ここで，γ(p, d) = 2 + (d+ 1)p− (d− 1)p2 で，pc(d)は γ(p, d) = 0の正根である．
本講演では，Matsuya [1]により提案された以下の差分方程式を考える．

uτ+1
n + uτ−1

n =
4vτn

2− δ2vτn|vτn|p−2
(n ∈ Zd, τ ∈ Z>0). (2)

ここで δ > 0，vτn =
1

2d

d∑
k=1

(un+ek + un−ek) (ekは第 k 成分が 1の単位ベクトル) とする．Matsuya

[1]により (2)は (1)の離散類似であることが報告された．

定義 1 (2)の解 uτ
n に対し，ある τ0 ∈ Z>0 が存在し，vτn ≤ (2δ−2)1/(p−1) (τ < τ0, n ∈ Zd) かつ，

ある n0 ∈ Zd が存在し，vτ0n ≥ (2δ−2)1/(p−1) が成り立つとき，uτ
n は時刻 τ0 で爆発するといい，τ0

を uτ
n の lifespanという．

Matsuya [1]では，以下の結果が得られている．

定理 2（Theorem 2.2 in Matsuya [1]） uτ
n を (2)の解とし，p > 1 (d = 1)，1 < p ≤ d+ 1

d− 1
(d ≥ 2)

とする．また，以下を仮定する．
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(A1)
{
n ∈ Zd | uj

n ̸= 0
}
⊂
{
n ∈ Zd | ∥n∥ ≤ K

}
(j = 0, 1,K > 0).

(A2)
∑
n

u1
n >

∑
n

u0
n.

ここで，∥n∥ = |n1|+ · · ·+ |nd| (n = (n1, · · · , nd) ∈ Zd)である．このとき，ある τ0 ∈ Z>0 が存
在し，uτ

n は τ0 で爆発する.

注意 3 d ≥ 2の場合，d+ 1

d− 1
< p ≤ pc(d) で (1)の解は有限時間で爆発することが示されているが，

(2) の解が有限時間で爆発するかどうかは不明である．

2 主結果
Matsuya [1] では，解の lifespan の評価は行われていなかった．そこで我々は，[2]の解析手法を

離散化することで，(2)の解の lifespanの上からの評価を行い，以下の結果を得た．(2)の初期条件
は十分小さいパラメータ ε > 0を用いて,

u0
n = εfn, u1

n = εgn (n ∈ Zd) (3)

と表せるとする．ここで，fn, gn は Zd 上で定義された既知関数とする.

定理 4 uτ
n を (2)の解とし，p > 1 (d = 1)，1 < p ≤ d+ 1

d− 1
(d ≥ 2) とする．また，(3),定理 3の

(A1)および以下を仮定する．

(A2’)
∑
n

gn >
∑
n

fn > 0

このとき，(2)の解 uτ
n の lifespan τ0(ε, δ)は以下の不等式を満たす.

τ0(ε, δ) ≤ Cε−(p−1)/(d+1−(d−1)p)δ−2/(−d(p−1)+p+1).

ここで，C は ε, δ に依存しない正定数である.

注意 5 τ0(ε, δ)の下からの評価や，(A2)の仮定の代わりに∑
n

gn =
∑
n

fn > 0

を仮定した場合の評価は得られていない．∫Rd g(x)dx = 0に対応する.

注意 6 d = 1では，(1)と (2) の lifespanの上からの評価は一致する．しかし，d ≥ 2の場合，十分
小さな ε > 0に対し，

ε−2p(p−1)/γ(p,d) < ε−(p−1)/(d+1−(d−1)p)

となり，(1)の lifespan評価の方がシャープな評価となっている．これは離散線形波動方程式の解の
漸近挙動の評価をすることで，(2)でも類似した評価が得られることが期待される．
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