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マルコフ連鎖
過去の状態に依存せず,現在の状態だけで定まる確率過程をマルコフ連
鎖という. (例：カードシャッフル・チェスの駒の動き). マルコフ連鎖
は, ある正方行列P (推移確率行列)で表現することができる.

|Ω| = 3のときの遷移図と推移確率行列
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マルコフ連鎖は, （統計）物理学や情報といった数学以外の分野にお

いても用いられる.
例：マルコフ連鎖モンテカルロ法・機械学習・ページランク

半群・Left Regular Band
Sが 半群 : S上の演算(∗)が結合則((x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z))を満たす.

Tsetlin library (Brown (2000) [1])
分布{vi}ni=1が与えられている. 本棚にn冊の本がある. 「確率viで本iを
取り除き,それを一番左に戻す」という操作を繰り返すことで得られる
Sn (1～nの並び替え全体)上のマルコフ連鎖を Tsetlin libraryという.

Tsetlin libraryの操作の例 (n=9)� �

8を選ぶ v8 7 3 5 1 8 9 2 4 6
左端に移動 −→ 8 7 3 5 1 9 2 4 6

→ 8 7 3 5 1 9 2 4 6
� �

Tsetlin libraryの推移確率行列の固有値と重複度 (X ⊂ [n])

λX =
∑
i∈X

vi , mX = dn−|X| , dk = k!

k∑
j=0

(−1)j

j!
= #{σ ∈ Sk | ∀i σi ̸= i}

モンモール数: 攪乱順列の個数. S3 = {123, 132, 213, 231, 312, 321} d3 = 2

先行研究 (Brown (2000) [1])
単位元を持つLRB S上の分布{wx}x∈Sを与える. 「確率wxで選んだxを
左からかける」という操作で,マルコフ連鎖を考えられる. このとき, P
は対角化可能であり, 次で表される固有値を持つ.

λX =
∑

supp y≤X

wy , mX =
∑
Y≥X

µ(X,Y )cY

p色版Tsetlin library
本棚にn冊のの本と, p色(0 ∼ p − 1)のカバーがある. 「確率viで本i
(1 ≤ i ≤ n)を取り出し, 確率cjで色j (0 ≤ j ≤ p− 1)のカバーに取り替
える. その後にその本を一番左に動かす」という操作を繰り返すことで
得られるGn,p := Cp⋊Sn上のマルコフ連鎖をp色版Tsetlin libraryと呼ぶ.

操作の例 (n = 8, p = 3), (a, 0) = a, (b, 1) = b, (c, 2) = c� �

v4 7 3 5 1 4 2 8 6
数字4を選ぶ→ 4 7 3 5 1 2 8 6
色1に変える→ 4 7 3 5 1 2 8 6

c1 4 7 3 5 1 2 8 6� �

定理1 p色版 Tsetlin libraryの固有値と重複度

λX =
∑
i∈X

vi , mX = Dn−|X|,p (X ⊂ [n]) , Dk,p = k!pk
k∑

j=0

(−1)j

j!pj

p色版モンモール数 G2,2 = {12, 12, 12, 12, 21, 21, 21, 21}. D2,2 = 5
Dk,p := #{τ = (τ1, . . . , τk) ∈ Gk,p | τi = (σi, ai) ∀i “σi ̸= iまたはai ̸= 0“}

riffle shuffle
n枚のカードそれぞれに, (0, 1)のいずれかの番号を一様に割り振る.「0
を割り振ったカードを,そのままの順で左に移動する」という操作によ
って得られるSn上のマルコフ連鎖を(2-)riffle shffleという.

(2-)riffle shuffleの操作の例 (n=7)� �

2 5 3 1 4 6 7 → 5 1 4 2 3 6 7
1 0 1 0 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1

� �
注意: Tsetlin libraryとriffle shuffleは, 与える分布を変えることによって
同じLRB(「braid arrangement」)を用いて表現することができる.

定理2 (2-)riffle shuffleの固有値と重複度
λk = 2k−n , mk = s1(n, k) (0 ≤ k ≤ n)

第一種スターリング数 : x(x + 1)(x + 2) · · · (x + n− 1) =
∑

k s1(n, k)x
k

Snの元においてk個のサイクルに分解する個数. s1(3, 3) = 1 (1)(2)(3)
s1(3, 2) = 3 (12)(3), (13)(2), (23)(1) , s1(3, 1) = 2 (123), (132)

Tsetlin library p色版 Tsetlin library riffle shuffle

重複度
の背景

n∑
k=0

nCkdk = n!

n∑
k=0

nCkDk,p = n!pn
n∑

k=0

s1(n, k) = n!
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