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時間依存の線形化作用素が生成する半群（発展作用素）に基づく半線形放物型偏微分方程式の厳密
な数値求積法は, 非自励半群アプローチと呼ばれている [1]. この手法は, 初期値問題を時空間変数に
関するバナッハ空間上の不動点形式として定式化し, 時間発展方程式に対する解の存在を計算機援用
証明する. 本講演では, 複数の時間ステップにわたる発展作用素の効率的な評価を可能にするマルチ
ステップ法による改良により, 厳密な求積が実行可能な時間を大幅に延長できることを紹介する.

時間発展方程式を空間方向に離散フーリエ変換して得られる無限次元常微分方程式系の初期値問題

u̇ = Lu+QN (u), u(0) = u0, t ∈ [0, τ ] (1)

を考える. 解の局所存在時間を τ とし, 時間区間 [0, τ ] を区間 Jm = [τm−1, τm]（m = 1, 2, . . . ,M ,

0 = τ0 < τ1 < · · · < τM = τ）に分割し, 時間ステップと呼ぶ. 各ステップ幅は hm
def
= τm − τm−1.

各時間ステップ Jm において, 方程式の厳密解を um(t)
def
= u(t) (t ∈ Jm), 数値的に計算された近似

解を ūm(t) と表す. 近似解全体を ū(t) (t ∈ [0, τ ]) と書き, ū(t) = ūm(t) (t ∈ Jm) が成り立つよう
に定義する. さらに, 非線形項に関して Gm(u)

def
= N (u)−DN (ūm)u と定めると, そのフレッシェ

微分は DGm(u) = DN (u)−DN (ūm) となり, 特に u = ūm のとき DGm(ū) = 0 が成り立つ.

本研究の目的は, 方程式 (1) の解を ∏M
m=1 C(Jm, ℓ1ν) に厳密に包含することである. より正確には,

各 Jm において, Xm
def
= ℓ1

(
C0(Jm)

)
=

{
u : ∥u∥Xm

def
=

∥∥∥u∥C0(Jm)

∥∥
ν
< +∞

} と定義される空間
Xm を用いる. ここでのノルムは,各フーリエ係数に対して C0 ノルムを適用したものである. 我々は,

各 Jmにおいて近似解 ūの近傍に解を包含する. すなわち,集合Brm(ū)
def
= {u ∈ Xm : ∥u−ū∥Xm ≤

rm}に解が含まれることを示す. 結果的に方程式 (1)の解は∏M
m=1 C(Jm, ℓ1ν)に包含されることが検

証される. このことは,次の包含関係X
def
=

∏M
m=1 ℓ

1
(
C0(Jm)

) (
=

∏M
m=1 Xm

)
⊂

∏M
m=1 C(Jm, ℓ1ν)

が成り立つこと, すなわち各 m に対して Xm ⊂ C(Jm, ℓ1ν) が成立することに基づいている.

不動点形式は以下のように再帰的に定義される:

T (u)
def
= (Tm(u))

M
m=1 , (Tm(u)) (t)

def
= Um(t, τm−1)σm−1(u) +

∫ t

τm−1

Um(t, s)QGm(u(s))ds (t ∈ Jm).

(2)

ここで, Um(t, s) は, 非自励系の微分作用素 L +QDN (ūm(t)) によって生成される発展作用素を表
し, σm は Tm を t = τm において評価したものである. すなわち,

σm(u)
def
= Um(τm, τm−1)σm−1(u) +

∫ τm

τm−1

Um(τm, s)QGm(u(s))ds, σ0(u) = u0

と定義される. なお, (2) より σm(u) = σm (Tm(u)) が成り立つことに注意されたい.
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再帰的に定義された Tm の定義 (2)から, Tm の明示的な表現を次のように得る:

(Tm(u)) (t) =

Um(t, τm−1)

Φm−1,0u0 +

m−1∑
j=1

Φm−1,j

∫ τj

τj−1

Uj(τj , s)QGj(u(s))ds

+

∫ t

τm−1

Um(t, s)QGm(u(s))ds.

ここで, Φm−1,j（j = 0, 1, . . . ,m− 1）は, 次の定義で与えられる:

Φm−1,j
def
= Um−1(τm−1, τm−2)Um−2(τm−2, τm−3) · · ·Uj+1(τj+1, τj), Φj,j

def
= Id.

我々は, 次に示すバナッハの不動点定理に基づく標準的な縮小写像の原理を用いる.

定理 1（縮小写像の原理） 近似解 ū ∈ X とし, 定数 Ym および単調非減少関数 Zi
m : [0,∞) →

[0,∞) が存在して, m = 1, 2, . . . ,M および i = 1, 2, . . . ,m に対して次が成立するとする.

∥Tm(ū)− ū∥Xm ≤ Ym, ∥DTm(u)∥B(Xi,Xm) ≤ Zi
m(ri), ∀u ∈ Bri (ū) .

このとき, もし正の実数列 (rm)Mm=1 が存在して,

Ym +

m∑
i=1

∫ ri

0

Zi
m(s)ds ≤ rm,

m∑
i=1

Zi
m(ri) < 1

がすべての m = 1, 2, . . . ,M に対して成立すれば, (2) で定義された写像 T は, 近傍の直積集合∏M
m=1 Brm(ū) において唯一の不動点 ũ を持つ.

注意 2 定理 1 において Ym および Zm の評価を与えるために, 各 m に対して j = 0, 1, . . . ,m− 1

における正の定数 W (Jm,τj) および V
(Jm,τj)
q が存在し, 次の不等式の成立を仮定する.

∥Um(·, τm−1)Φm−1,j∥B(ℓ1ν ,Xm) ≤ W (Jm,τj)∥∥∥∥∥Um(·, τm−1)Φm−1,j+1

∫ τj+1

τj

Uj+1(τj+1, s)Qds

∥∥∥∥∥
B(Xj+1,Xm)

≤ V
(Jm,τj)
q (j = 0, 1, . . . ,m− 2)

∥∥∥∥∥
∫
τm−1

Um(·, s)Qds

∥∥∥∥∥
B(Xm)

≤ V
(Jm,τm−1)
q .

講演時には, 上記定理を用いた計算機援用証明手法の詳細と, 本手法を適用した計算機援用証明結
果について概説する.
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Hadamard微分の厳密計算による固有値の単純性の解析
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1 緒言
ラプラシアンの固有値と領域形状の関係はスペクトル幾何学の中心課題である。本研究では、R.

Laugesenと B. Siudejaによって [1]において提起された

「正三角形ではない任意の三角形におけるディリクレ第 2固有値 λ2 は単純である」

という予想に対し、計算機援用証明による完全な解決を与える [2, 3]。正三角形では対称性から
λ2 = λ3 となることが知られているため、この予想の証明は固有値が近接する「正三角形に近い」領
域と、固有値が発散する「退化する」領域で特に困難となる。本稿では、これらの課題を克服するた
めに開発した手法と、証明の根幹をなす主要定理を示す。

2 証明の戦略
証明は、三角形の形状に応じて以下の二つの補完的なケースに分けて行う。

1) Case 1 (退化三角形): 三角形が細長く退化していく領域を扱う。ここでは、固有値が発散す
る中での大小関係を、漸近解析に基づく厳密な評価式を用いて保証する。

2) Case 2 (非退化三角形): 主に正三角形近傍の領域を扱う。ここでは、近接固有値を分離する
ため、Hadamard微分（形状微分）の考えに基づく新たな「差分商公式」を導入し、精度保証
付き数値計算により評価する。

3 証明の主要定理
3.1 退化三角形における固有値評価
頂点が (−1, 0), (1, 0), (s, t)で与えられる高さ tの三角形 T (s, t)を考える。その k 番目のディリク
レ固有値を λk(s, t)とする。t → 0の極限では、λk(s, t)は t−2 のオーダーで発散する。この発散挙
動を精密に評価するため、λk(s, t)を 1次元 Schrödinger作用素の固有値である µ̄k(s)と µ̂t0

k (s)を用
いて、以下のように評価する。

定理 1 (退化領域における固有値評価). 与えられた t0 > 0 に対し、k 番目のディリクレ固有値
λk(s, t)は、任意の t ∈ (0, t0]において以下の上下界をもつ。

π2

t2
+

µ
k
(s)

t4/3
≤ λk(s, t) ≤

π2

t2
+

µ̂t0
k (s)

t4/3

ただし、µ
k
(s) := µ̄k(s)

1+t
2/3
0 /(3π2)µ̄k(s)

である。

この定理と µ̂t0
2 (s), µ̄3(s)に対する評価から、t ≤ t0 に対して λ2 < λ3 が保証される。
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3.2 領域摂動に対する差分商公式
T 0 を、重複度m = N − n+ 1のディリクレ固有値 λn = · · · = λN (=: λ)を持つ三角形領域とす
る。対応する固有空間を E = span{un, . . . , uN} ⊂ H1

0 (T
0)とする。

次に、微小なパラメータ t > 0と方向ベクトル eによって定義されるアフィン変換 St : T
0 → T t

を考える。これにより、元の領域 T 0 は摂動領域 T t へと写される。T t 上でのディリクレ固有値問題
を −∆ut = λt

iu
t と記述し、その固有値 λt

i と L2 正規化された固有関数を ut
i とする。

近接固有値の挙動を解析するため、二つの空間を比較する。一つは元の固有空間 E であり、も
う一つは、摂動後の固有関数をアフィン変換で引き戻した関数 ũt

i = ut
i ◦ St によって張られる空間

Ẽt = span{ũt
n, . . . , ũ

t
N}である。重要なのは、ũt

i もまた T 0 上の関数であるため、二つの空間 E と
Ẽt を同じ領域 T 0 上で比較できる点である。
固有値の変化率である差分商 Dtλi = (λt

i − λ)/tの振る舞いを、以下の定理を用いて解析する。以
下の公式は固有値が単純 (n = N)の場合，Hadamardの変分公式に一致することに注意する。

定理 2 (差分商公式). dim Ẽt = dimE と仮定する。Ẽt の基底を {ϕ̃i}Ni=n、E の基底を {ϕj}Ni=n と
する。領域変形を表す項 FP e

t
を用いて行列Mt, Nt を

Mt :=
(
FP e

t

(
ϕ̃i, ϕj

))
, Nt :=

((
ϕ̃i, ϕj

)
T 0

)
と定義する。このとき、差分商Dtλi (i = n, . . . , N)は、以下の一般化行列固有値問題の (i−n+1)-

番目の固有値 µに一致する。
Mtσ = µNtσ

さらに摂動後の固有関数は、対応する固有ベクトル σi = (sni, . . . , sNi)
⊺ を用いて ũt

i =
∑N

j=n sjiϕ̃j

と表される。

この定理により、不安定な固有関数の計算を避け、より安定した行列の固有値計算に問題を帰着
できる。近年開発された固有空間に対する厳密評価法を用いて行列Mt, Nt を評価し、Dtλ2 とDtλ3

が分離することを示せば、λ2 < λ3 が証明される。

4 結論
本研究は、退化領域に対する固有値の厳密評価（定理 1）と、非退化領域における差分商公式（定
理 2）という二つの主要な数学的道具を開発・駆使することで、予想を完全に証明した。
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1 概要
本講演では，低精度演算を用いた行列積のエミュレーション手法の改良について議論する．一般的

な高精度計算についての手法は枚挙に暇がないが，高速な BLASの行列積の関数を活用したエミュ
レーション手法として [1]が知られている．これは，入力行列を仮数部の先頭からの非ゼロビット数
に基づいて制限された複数の行列に分割し，それぞれの分割行列に対する行列積を無誤差で計算した
うえで，それらの総和を求める方法である．入力行列を A，B として AB を計算するときには

A = A1 +A2 + · · ·+Ak−1 +Ak, B = B1 +B2 + · · ·+Bk−1 +Bk (1)

と分割を行う．ここでは概ね |Ai| ≫ |Ai+1|，|Bi| ≫ |Bi+1|が成立する．行列 Bi を

Bi =

k∑
j=i

Bj , i = 1, 2, . . . , k

と定めたとき，

AB =
∑

i+j≤k

AiBj +
k∑

i=1

AiBk−i+1 (2)

と行列積を計算する．i+ j ≤ kのとき，AiBj の計算において誤差は発生しない（ただし，オーバー
フローやアンダーフローの場合を除く）．ここでは k(k + 1)/2回の行列積を計算する．全体として行
う計算は以下の 3ステップに分類される．

Part 1: (1)のように行列を分割する
Part 2: (2)の行列積を計算する
Part 3: (2)の行列積の結果の総和をとる

Part 1 では行列の足し引きにより行列を生成するため低コストであり，Part 2 では最適化された
BLAS のルーチンを使用できる．Part 3 では必要な精度で計算を行う．なお，実際には Part 2 と
Part 3では処理が完全に分かれているわけではなく，個々の行列積を計算した直後に総和を取ること
も可能である．
中国式剰余定理に基づいた行列積を考え，そこに現れる行列積をすべて無誤差で計算し，結果を構

成する方法が本年に提案された [2]．この手法は CPU や GPU 上での計算で高速であることが示さ
れている．計算の概要としては以下の 4ステップに分類される．

Part 1: sを事前に定め，s個の互いに素な正の数m1, . . . ,ms を準備する．入力行列 Aと B に対
してスケーリングを行い，整数部を取り出して整数行列 A′ と B′ を得る．
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Part 2: 以下 k = 1, . . . , sまで繰り返す．初期の行列 Z はゼロ行列とする．

Part 2-a: A′ と B′ の各成分に対して，mk に関する剰余を取ってできる行列 A′
k，B′

k を得る．
ただし，剰余は負の数を許容する「対称範囲での剰余」とする．

Part 2-b: C ′
k := A′

kB
′
k を BLASの関数で計算する．

Part 2-c: Z := Z + αkC
′
k と更新する．αk は事前に計算された定数である．

Part 3: Z に関してリダクションを行う．
Part 4: Part 1で行ったスケーリングの逆スケーリングを行う．

本講演ではこの手法の改良について議論を行う．

2 提案手法の概要
行列積の試行型エラーフリー変換というものが提案されている [3]．行列積を無誤差で計算できる
ことを保証しないが，実際に誤差が起きた可能性を低コストで検出可能な手法である．通常，文献 [1]

の手法では多くの場合に AiBj (i + j ≤ k)の仮数部の後半にゼロビットが入る．この場合は入力行
列に対してより情報を含めても問題がなく，同じ行列積の回数でも精度の向上が見込める．
文献 [3]のアイデアを文献 [2]の手法に適用することを考える．uを単位の相対丸めとすると

nm2
i ≤ 4u−1

を満たすようにmi を設定することで，行列積の計算における無誤差を担保していた．ここで，
2|a′k|ij , 2|b′k|ij ≤ αmi, α ≥ 2,

とすると，計算中に丸め誤差が発生する可能性がある．これを [3] のスケーリングに基づき，オー
バーフローにより無誤差を保証できない場合には

α ≤
2 3
√

u−2/n2

mi

であれば A′
k = A

(1)′

k +A
(2)′

k と 2つの行列に分割し，A(1)′

k Bk と A
(2)′

k Bk は無誤差で計算できる．こ
の分割の詳細や定数 αを様々な値に設定した場合の数値実験結果については講演時に述べる．

謝辞 本研究は科研費（23K28100， 25H01109，25K03126）の補助を受けた．

参考文献
[1] K. Ozaki, T. Ogita, S. Oishi, S. M. Rump, Error-Free Transformation of Matrix Multipli-

cation by Using Fast Routines of Matrix Multiplication and its Applications, Numerical

Algorithms, Vol. 59 (2012), 95–118.

[2] K. Ozaki, Y. Uchino, T. Imamura, Ozaki Scheme II: A GEMM-oriented emu-

lation of floating-point matrix multiplication using an integer modular technique,

arXiv:2504.08009v3.

[3] K. Ozaki, T. Ogita, S. Oishi, Error-free transformation of matrix multiplication with a

posteriori validation, Numerical Linear Algebra with Applications, Vol. 23 (2016), 931–

946.

日本応用数理学会 2025年度 年会 講演予稿集 (2025-09-02/04) Copyright (C) 2025 一般社団法人日本応用数理学会


	1A-2-1
	1A-2-2
	1A-2-3



