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1 主結果
N = 2, 3, 4, · · · とする．完全グラフ KN の頂点数は N，辺数は N(N − 1)/2 である．頂点

i (0 ≤ i ≤ N − 1)に同一種の原子を配置し，辺の集合を e = {(i, j) | 0 ≤ i < j ≤ N − 1}として，
辺 (i, j)で隣接する 2つの原子のバネ定数を 1 とする線形バネで結ばれた完全グラフ KN の古典力

学モデルを考える．u = t(u(0), u(1), · · · , u(N − 1)) ∈ CN と置く．特に完全グラフK4 は，正 4面

体の点と頂点の関係を示した平面図のグラフと同じである．

0 < p < ∞とする．離散 `p ソボレフ不等式は，u(i)の絶対値の最大値の p乗を，上から `p ノル

ムで与えられたポテンシャルエネルギーの定数倍で評価する不等式である．定数倍のうち，最も小さ

い定数が最良定数であり，等号を達成するベクトルは最良ベクトルである．ポテンシャルエネルギー

に減衰係数 aを含む場合と含まない場合の 2種類の離散 `p ソボレフ不等式を考えた．結論は次の通

りである．

定理 1 0 < p < ∞とする．正定数 C が存在し，任意の u ∈ CN に対し，離散 `p ソボレフ不等式

(
max

0≤j≤N−1
|u(j) |

)p

≤ C

 ∑
0≤i<j≤N−1

|u(i) − u(j) |p + a
N−1∑
i=0

|u(i) |p


が成り立つ．C のうち，最も小さい定数である最良定数は

C0(a) =


1

a + (N − 1)min{1, a}
(0 < p ≤ 1, 0 < a < ∞),

1

a + (N − 1)
(
1 + a− 1

p−1

)−(p−1)
(1 < p < ∞, 0 < a < ∞).

である．C を C0(a)で置き換え， max
0≤j≤N−1

|u(j) | = |u(0) |と仮定すると，等号成立する u ∈ CN は


t(1, s, . . . , s), s ∈ [0, 1] (p = a = 1),
t(1, 1, . . . , 1) (0 < p ≤ 1, 0 < a ≤ 1),
t(1, 0, . . . , 0) (0 < p ≤ 1, 1 ≤ a < ∞),
t
(
1 + a

1
p−1 , 1, . . . , 1

)
(1 < p < ∞, 0 < a < ∞).

と平行である．
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定理 2 1 ≤ p < ∞とする．正定数Cが存在し，任意のu ∈ CN
0 = {u ∈ CN | u(0)+· · ·+u(N−1) =

0}に対し，離散 `p ソボレフ不等式(
max

0≤j≤N−1
|u(j) |

)p

≤ C
∑

0≤i<j≤N−1

|u(i) − u(j) |p

が成り立つ．C のうち，最も小さい定数である最良定数は

C0 =
(N − 1)p−1

Np

である．C を C0 で置き換え， max
0≤j≤N−1

|u(j) | = |u(0) |と仮定すると，等号成立する u ∈ CN
0 は

t (N − 1,−1, . . . ,−1) ∈ CN
0 .

と平行である．

頂点数 N の完全グラフ KN や頂点数 N + N の完全二部グラフ KN,N に対応する離散 `p ソボレ

フ不等式の最良定数に関する先行研究と本講演 [1]と先行研究 [2, 3, 4]との関係は次の表の通りであ

る．完全グラフKN の 0 < p < 1かつ a = 0の場合は，[5]にて準備中である．

Graph a p = 2 0 < p < 1 p = 1 1 < p < ∞
KN a > 0 [2] [1] [1] [1]

KN a = 0 [2] [5] [1] [4]

KN,N a > 0 [3] — — —

KN,N a = 0 [3] — — —

表 1. 離散 `p ソボレフ不等式の最良定数．
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1 概要
1974 年, Kuznetsov と Mikhaĭlov は KdV 方程式の楕円ソリトン解を逆散乱法によって発見し
た [1]. “楕円ソリトン解”とは, Láme type plane wave factor Φx(k) =

σ(x+k)
σ(x)σ(k)e

−ζ(k)x から構成さ
れる, 楕円関数で表される周期波の上を進行するソリトン解のことを指す. また, ζ, σ はWeierstrass
の ζ, σ 関数であり, 以降登場する ℘ も同様にWeierstrassの ℘関数である.
最近, Nijhoff と Atkinson は ABS Lattice 方程式の, Yoo-Kong と Nijhoff は Lattice Potential

KP 方程式の楕円ソリトン解を離散 Láme 型 PWF と Cauchy 行列を用いて導出した [2, 3]. これ
らの発見により楕円ソリトン解に再度注目が集まり, 2022 年に Li と Zhang は KdV 方程式, KP
方程式の楕円ソリトン解を双線型形式を用いて導出し, 頂点作用素を用いて双線型形式の枠組み
を確立した [4]. そして 2023 年, Kakei は Li と Zhang が確立した枠組みを佐藤理論の観点から
説明した [5]. 本講演では, Li と Zhang が提案した方法を用いて KdV 方程式の 2 次元拡張である
Calogero-Bogoyavlenskii-Schiff方程式の楕円ソリトン解とロンスキアン解を導出する.

2 Calogero-Bogoyavlenskii-Schiff方程式
次の方程式を Calogero-Bogoyavlenskii-Schiff (CBS) 方程式という:

uz =
1

4
uxxy +

1

2

(
∂−1
x uy

)
ux + uuy (1)

CBS方程式はKdV方程式を拡張した方程式の 1つと考えることができ,この拡張はトロイダル・リー
代数を用いて説明される [6]. この方程式は 1975年に Calogeroが発見した方程式で, Bogoyavlenskii
と Schiff は Calogero とは異なるアプローチでこの方程式を導出した. 特に, Schiff は Self-dual
Yang-Mills方程式からのリダクションでこの方程式を導出した [7, 8, 9].

3 Calogero-Bogoyavlenskii-Schiff方程式のロンスキアン解
CBS方程式 (1)は, 変数変換 u = −2℘(x) + 2

(
log τ

)
xx
を考えると, 双線型形式{(

D4
x − 4DxDt − 12℘(x)D2

x

)
τ · τ = 0(

DyD
3
x + 2DyDt − 6DzDx − 6℘(x)DyDx

)
τ · τ = 0

(2)

が得られる. この変数変換及び第一式は, Liと Zhangが KdV方程式の楕円ソリトン解を導出する際
に用いた変換, 双線型形式と同じである. そしてこの双線型形式 (2)より,

τ = det
(
ϕ, ϕx, ϕxx, . . . , ϕ(N−1)x

)
(3)
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ϕj = a+j Φx(k)e
−γj + a−j Φx(−k)eγj , γj = ζ(kj)x− 1

2
℘′(kj)t+ `jy + ℘(kj)`jz + γ

(0)
j

を解にもつことが分かる. ただし a+, a− は任意定数であり, ϕ = (ϕ1, ϕ2, . . . , ϕN )> とする. また,
導出は基本的に KdV方程式の場合と相違ないが, ロンスキアンが双線型形式を満たすかどうかの証
明の際に, 行列式に対する Jacobiの恒等式を少し変形した次の恒等式を用いる.∣∣∣∣ x xn

A y

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ a z1
A z

∣∣∣∣− ∣∣∣∣ a y1
A y

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ x xn+1

A z

∣∣∣∣ = det
(
A
) ∣∣∣∣∣∣

x xn xn+1

a y1 z1
A y z

∣∣∣∣∣∣
x =

(
x1 x2 · · · xn−1

)
, a =

(
a1 a2 · · · an−1

)
y =

(
y2 y3 · · · yn

)>
, z =

(
z2 z3 · · · zn

)>
, A : (n− 1)次正方行列

この恒等式により, KdV方程式にはない y, z 微分の項を簡潔にすることができる.

4 Calogero-Bogoyavlenskii-Schiff方程式の楕円ソリトン解
ロンスキアン解 (4)において, a+j = 1, a−j = (−1)j とした

τWr = det
(
ϕ, ϕx, ϕxx, . . . , ϕ(N−1)x

)
(4)

ϕj = Φx(k)e
−γj + (−1)jΦx(−k)eγj , γj = ζ(kj)x− 1

2
℘′(kj)t+ `jy + ℘(kj)`jz + γ

(0)
j

を考える. このとき,

τN =
τWr(x+

∑N
i=1 ki, t)

τWr(x, t)
(5)

とすると, τN は双線型形式 (2)を満たし,

τN =
∑

{µk}N
k=1∈{0,1}N

σ
(
x+ 2

∑N
i=1 µiki

)
σ(x)

∏N
j=1 σ

µj (2kj)
exp

 N∑
i=1

µiθi(x, t) +
∑

1≤i<j≤N

µiµjAij

 (6)


θj = −2ζ(kj)x+ ℘′(kj)t+ `jy + ℘(kj)`jz + θ

(0)
j

eaij =

(
σ(ki − kj)

σ(ki + kj)

)2 (7)

と表される.
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多成分短パルス型方程式の可積分性を保つ全離散化
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1 概要
多成分短パルス型方程式は, 短パルス型方程式の多成分一般化として知られている [1]. 我々はこ

れまでに, 多成分短パルス型方程式の Nソリトン解を Pfaffianを用いて表し, さらに空間方向の可積
分性を保った離散化を行うことにより, 一般的な境界条件に対応できる可積分な自己適合移動格子ス
キームの構築を行なった [2]. 本講演では, 多成分短パルス方程式に対して, 空間方向に加え時間方向
の可積分性を保った離散化を行うことによって得られる全離散自己適合移動格子スキームの構築とそ
の厳密解, さらに得られたスキームを用いた数値計算結果について報告する.

2 多成分短パルス方程式の可積分全離散化
多成分短パルス方程式 u

(µ)
xt = u(µ) + 1

2

((∑
µ∈I,ν∈J cµνu

(µ)v(ν)
)
u
(µ)
x

)
x
, µ ∈ I, ν ∈ J,

v
(ν)
xt = v(ν) + 1

2

((∑
µ∈I,ν∈J cµνu

(µ)v(ν)
)
v
(ν)
x

)
x
, I = {1, 2, · · · , k}, J = {1, 2, · · · , l},

の可積分な全離散自己適合移動格子スキーム

u
(µ)
l,m+1 + u

(µ)
l−1,m

u
(µ)
l,m + u

(µ)
l−1,m+1

=
1− b(xl−1,m+1 − xl−1,m)

1− b(xl,m+1 − xl,m)

u
(µ)
l,m + u

(µ)
l−1,m−1

u
(µ)
l,m−1 + u

(µ)
l−1,m

,

v
(ν)
l,m+1 + v

(ν)
l−1,m

v
(ν)
l,m + v

(ν)
l−1,m+1

=
1− b(xl−1,m+1 − xl−1,m)

1− b(xl,m+1 − xl,m)

v
(ν)
l,m + v

(ν)
l−1,m−1

v
(ν)
l,m−1 + v

(ν)
l−1,m

,

xl,m+1 − xl,m

b
= −

∑
µ∈I,ν∈J

cµνu
(µ)
l,mv

(ν)
l,m,

(1)

は従属変数変換
u
(µ)
l,m =

g
(µ)
l,m

fl,m
, v

(ν)
l,m =

h
(ν)
l,m

fl,m
,

によって次の双線形形式から得られる:
(1− ab)(g

(µ)
l+1,m+1fl,m + g

(µ)
l,mfl+1,m+1) = (1 + ab)(g

(µ)
l+1,mfl,m+1 + g

(µ)
l,m+1fl+1,m),

(1− ab)(h
(ν)
l+1,m+1fl,m + h

(ν)
l,mfl+1,m+1) = (1 + ab)(h

(ν)
l+1,mfl,m+1 + h

(ν)
l,m+1fl+1,m),

fl,m+1fl,m−1 − f2
l,m = b2

∑
µ∈I,ν∈J cµνg

(µ)
l,mh

(ν)
l,m.

(2)
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双線形形式 (2)は Pfaffian解

fl,m = Pf(1, 2, · · · ,M,M ′, · · · 2′, 1′)l,m,

g
(µ)
l,m = Pf(a(µ), 0, 1, 2, · · · ,M,M ′, · · · 2′, 1′)l,m, h

(ν)
l,m = Pf(b(ν), 0, 1, 2, · · · ,M,M ′, · · · 2′, 1′)l,m,

をもち, Pfaffianの各要素は以下のように与えられる.

Pf(i, j)l,m =
pi − pj
pi + pj

ϕi(l,m)ϕj(l,m), (i, j′)l,m = δi,j ,

Pf(j′, i′)l,m =
(p2i − b2)(p2j − b2)

4(p2i − p2j )

∑
µ∈I,ν∈J

cµνa
(µ)
i b

(ν)
j , (M ≥ l ≥ N + 1, N ≥ i ≥ 1),

(a(µ), i)l,m = a
(µ)
i , (N ≥ i ≥ 1), (b(ν), j′)l,m = b

(ν)
j , (M ≥ j ≥ N + 1).

ただし ϕi(l,m) = Bi

(
1+api

1−api

)l (
pi+b
pi−b

)m

とする．ここで N,M は 1 ≤ N < M を満たす整数,

pi, a
(µ)
i , b

(ν)
j , Bi は任意定数とし，上記以外の Pfaffianの要素は 0とする．

3 全離散自己適合移動格子スキームの数値計算への適用
図 1,2は全離散自己適合移動格子スキーム (1)を用いた 2成分複素短パルス方程式

u
(1)
xt = u(1) +

1

2

((
|u(1)|2 + |u(2)|2

)
u(1)
x

)
x
, u

(2)
xt = u(2) +

1

2

((
|u(1)|2 + |u(2)|2

)
u(2)
x

)
x
,

の数値計算結果 |u(1)|, |u(2)|を示す. 初期条件は 2成分複素短パルス方程式の 2ソリトン厳密解を与
えた. 黄色の実線は厳密解を, 青の点線は数値解を, グラフ下部の赤い点は格子点の分布を表す.変位
の大きいところでは格子間隔が小さくなり, 変位の小さいところでは格子間隔が大きくなっているこ
とが確認できる.

図 1. |u(1)|の 2ループ・ソリトン相互作用

図 2. |u(2)|の 2ループ・ソリトン相互作用
参考文献
[1] Matsuno Y, J. Math. Phys. 57. (2016), 111507.

[2] Hori A, Maruno K, Ohta Y and Feng B F, arXiv : 2507.03880

日本応用数理学会 2025年度 年会 講演予稿集 (2025-09-02/04) Copyright (C) 2025 一般社団法人日本応用数理学会



４次元相空間保存系のダイナミクス
Phase Space Dynamics of 4D Volume-Preserving Systems
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1 概要
これまで我々は Poincaré不変量 [1]に着目し，ハミルトン系に関する研究を行なってきた．例え
ば，１次元ハミルトン PDE系，

H =

∫
h( q1(x), · · · , qM (x), p1(x), · · · , pM (x) )dx (1)

において，系が並進対称性を持てば

I2 =
M∑
i=1

∫
qi

∂pi
∂x

dx (2)

が保存量となる．この保存量 (2)が実は２次の Poincaré不変量に等価であることに注目し，シンプ
レクティック数値解法 (正準変換)を用いた時間発展における (2)の数値的保存性について議論を行
なった [2, 3]．
この議論を単純に４次以上の Poincaré不変量にも拡張しようとすると困難を伴う．例えば４次の

Poincaré不変量に対応する無限小変換は上に挙げた並進対称性と比べても格段に複雑で，その対称性
を満たすハミルトニアンの一般的な分類が難しいためである．そこで，本研究では４次の Poincaré

不変量そのものをハミルトニアンとして採用した時のダイナミクスを考察する．すなわち，４次の
Poincaré不変量に対応する無限小変換に対して不変な性質を持つ一番簡単な系のダイナミクスを考
える事で，これまでの研究拡張の足掛かりにする事を目的とする．

2 ４次の Poincaré不変量
2自由度ハミルトン系，

H = H(q1, q2, p1, p2) (3)

に対する４次の Poincaré不変量は，

I4 =

∫∫
V

dq1dp1dq2dp2 =

∫
∂V

q1

∣∣∣∂(p1, q2, p2)
∂(x, y, z)

∣∣∣dxdydz (4)

で与えられる．V は相空間内のある４次元閉領域で，V を取り囲む境界領域 ∂V (3 次元) での積分
に置き換えている.その際，媒介変数として x, y, z を導入する．導入時は単なる媒介変数でしかない
が，後程ハミルトニアンとして解釈する時には独立変数 (空間)として解釈し直すとする．この I4 を
ハミルトニアンと解釈し，q1(r, t), p1(r, t), q2(r, t), p2(r, t) (r = (x, y, z)) に対する運動方程式を考
えると，

∂q1
∂t

=
δI4
δp1

= −∇q1 · (∇q2 ×∇p2),
∂p1
∂t

= −δI4
δq1

= −∇p1 · (∇q2 ×∇p2) (5)
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∂q2
∂t

=
δI4
δp2

= −∇q2 · (∇q1 ×∇p1),
∂p2
∂t

= −δI4
δq2

= −∇p2 · (∇q1 ×∇p1) (6)

が得られる．ここで，∇ = ( ∂
∂x ,

∂
∂y ,

∂
∂z ) である．

この方程式系を一般的に解くのは難しいため，まず波数をある一方向 (2πp1/L, |p1|=1 ) のみに
制限し，その整数倍モードで展開した解，

q1 + ıp1√
2

= eık11·r
∑
ℓ

a1ℓe
ı 2πℓ

L p1·r,
q2 + ıp2√

2
= eık21·r

∑
ℓ

a2ℓe
ı 2πℓ

L p1·r (7)

を考える．ここで， k11, k21 はそれぞれ３次元定数ベクトルである．式 (7)のモード数を有限 (N)

で近似すると，一番簡単なものとして次の形の解がある事がわかった．

a1ℓ =
1

N
C11e

−ıθ2/2ω−(ℓ−1)j +
1

N
C12e

ıθ2/2ω(ℓ−1)j (8)

a2ℓ =
1

N
C21e

−ıθ1/2ω−(ℓ−1)j +
1

N
C22e

ıθ1/2ω(ℓ−1)j (9)

但し，θ1(t), θ2(t) と各係数は次の関係式を満たすとする．

∂

∂t
(θ1 + θ02) = C1 cos(θ2 + θ01) (10)

∂

∂t
(θ2 + θ01) = −C2 cos(θ1 + θ02) (11)

2γ1C
∗
11C12ω

−1 = C1e
ıθ01 sin

2πj

L
, 2γ1C

∗
21C22ω

−1 = C2e
ıθ02 sin

2πj

L
(12)

ω = eı
2πj
N , γ1 = k11 · (k21 × p1)

2π

L
(13)
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