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1 概要
著者らは，カオス尺度を独立したカオスの定量化法として利用できるか否かを探っている．そこで

改めて，カオス尺度がどのような量を定量化したものであるかを明確にし，ならびに，既存の定量化
法との関係や差分量を明示する研究に取り組んでいる．本稿では，カオス尺度がどのような関係の下
での条件付きエントロピーであるかを整理し，また，カオス尺度と Kolmogorov-Sinaiエントロピー
との差分量を，有限分割で計測した KSエントロピーの近似関数に対して与える．

2 カオス尺度と分割のエントロピー
(X,F , µ) を確率空間とする．X の分割 C = {C1, C2, · · · , CM} と E = {E1, E2, · · · , EN} に対

して，分割のエントロピーと条件付きエントロピーは以下で定義される．

Hµ(C ) = −
M∑
i=1

µ(Ci) log µ(Ci) (1)

Hµ(E |C ) = −
M∑
i=1

N∑
j=1

µ(Ci ∩ Ej) log
µ(Ci ∩ Ej)

µ(Ci)
(2)

τ : X → X を全射かつ保測の写像とし，時系列データ {xt}nt=0 が τ の反復によって生成されたと
する．分割 C に対する時系列データのカオス尺度は以下で表される [1, 2]．

HCD = −
M∑
i=1

M∑
j=1

µ(Ci ∩ τ−1(Cj)) log
µ(Ci ∩ τ−1(Cj))

µ(Ci)
(3)

条件付きエントロピーの視点では，式 (3)の τ−1(Cj)が式 (2)のEj ∈ E に対応する．以下において，
τ−1(Cj)と，τ−1(Cj)を元にもつ集合（による分割）を明示する．C の要素の逆像をすべて列挙した集
合を C−1 = {D1, D2, · · · , DN}で表し，さらに，τ(Dk) = Cj をみたすDkをDj

t (t = 1, 2, · · · , s(j))
で表す．τ−1(Cj) =

∪s(j)
t=1 D

j
t なので，ここで新たな集合 C−1 = {

∪s(j)
t=1 D

j
t}Mj=1 を定義すると，カオ

ス尺度は以下の関係のもとでの条件付きエントロピーであると整理され，分割 C に対してその τ に
よる像が新たに作る分割のエントロピーの増分と解釈できる [1, 2]．

HCD = Hµ(C−1 |C ) = Hµ(C−1 ∨ C )−Hµ(C ) (4)

また，カオス尺度は，

s(i) = −
M∑
j=1

µ(Ci ∩ τ−1(Cj))

µ(Ci)
log

µ(Ci ∩ τ−1(Cj))

µ(Ci)
(5)

HCD =
M∑
i=1

µ(Ci)s(i) (6)
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と表すことができ，式 (5) の µ(Ci ∩ τ−1(Cj))/µ(Ci) は，Ci の測度が写像 τ によって Cj (j =

1, 2, · · · ,M)に分配される確率を意味するため，分割区間の測度が写像 τ によって周囲の区間にばら
撒かれる様子をエントロピーとして表したものの空間平均という解釈もできる．つまり，初期条件鋭
敏性の測度版のようなイメージである．

3 カオス尺度とKolmogorov-Sinaiエントロピーの差分量
(X,F , µ)を確率空間とする．X の初期分割 A と，分割

An−1
def
=

∨n−1
i=0 τ−i(A ) = A ∨ τ−1(A ) ∨ τ−2(A ) ∨ · · · ∨ τ−(n−1)(A ) (7)

に対して，以下の hµ(τ)を Kolmogorov-Sinaiエントロピー（以降 KSエントロピーと記す），ある
いは保測変換のエントロピーという [3]．

hµ(τ) = sup
A

lim
n→∞

1

n
Hµ(An−1)

KSエントロピーには別定義がある [4]．

h′
µ(τ) = sup

A
lim
n→∞

{Hµ(An)−Hµ(An−1)} (8)

以下の式 (9),(10),(11)の関係から，式 (8)は式 (12)と表せる．

A −1
n−1 = τ−1(An−1) = τ−1(

∨n−1
i=0 τ−i(A )) =

∨n
i=1 τ

−i(A ) (9)

An =
∨n

i=0 τ
−i(A ) = A ∨

∨n
i=1 τ

−i(A ) = A ∨ A −1
n−1 (10)

Hµ(A ∨ A −1
n−1) → Hµ(A

−1
n−1) (n → ∞) (11)

h′
µ(τ) = sup

A
lim

n→∞
{Hµ(A

−1
n−1)−Hµ(An−1)} (12)

ここで An−1 を任意の分割 C に置き換えて，KSエントロピーの近似関数を

ĤKS
def
= Hµ(C

−1)−Hµ(C ) (13)

で定義すると，十分に大きい分割数に対して ĤKS ∼ h′
µ(τ)が成り立つと想像できる．これより，カ

オス尺度（式 (3)）と KSエントロピーの近似関数（式 (13)）との差分量が得られる．

HCD − ĤKS = Hµ(C−1 ∨ C )−Hµ(C
−1) (14)
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1 概要
時系列データに対して力学系の複雑さを特徴づけるために，順序パターン (ordinal pattern)[1]を

用いて位相的エントロピー [2]を推定する手法が提案されている [3, 4]．しかし，2次元以上の力学
系に適用する際に，推定に必要な順序パターンの個数の見積もりが難しいという課題がある．本研究
では，順序分割ネットワーク (ordinal partition network)を用いた手法 [4]に着目し，周期軌道の情
報を利用した推定手法を提案し，その有効性を数値実験により確かめる．

2 提案手法と実験結果
2.1 順序分割ネットワークを用いた手法の課題
順序ネットワーク用いた手法 [4]は，ウィンドウサイズ m の順序パターン間の遷移行列を構成し，
その最大固有値の対数を位相的エントロピーとして推定する．Hénon写像 (a = 1.4, b = 0.3)に対し
て，ある 1つの初期値から写像を N = 105 回反復させて得られる軌道に対して m を変化させたと
ころ，図 1aを得た．これを見ると，x 軸と y 軸の両方の順序を考慮した場合は m ≈ 14，x 軸のみ，
または y 軸のみの順序を考慮した場合は m ≈ 24，25 において先行研究 [5, 6]で得られた位相的エ
ントロピーの推定値 h = 0.465 と比較的近い値が推定されているが，m がこの値よりも小さい場合
は過大に，逆に m が大きい場合は過小に推定されていることがわかる．
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(a) 推定された位相的エントロピー．X は x 軸，
Y は y 軸，X Y は x 軸と y 軸の順序をそれぞ
れ用いている．赤波線は位相的エントロピーの推
定値 h = 0.465 [5, 6].
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(b) 順序パターンと記号列の対応関係．(上パネ
ル) 横軸: x, 縦軸: y, 点の色は，各点の順序パター
ンに対応する記号列の個数 (1個または 2個以上)．
(下パネル) 横軸: 順序パターンに対応する記号列
の個数, 縦軸: 頻度．

図 1: Hénon写像に対して順序分割ネットワークを用いた手法 [4]により推定された位相的エントロ
ピー，および順序パターンと記号列の関係

日本応用数理学会 2025年度 年会 講演予稿集 (2025-09-02/04) Copyright (C) 2025 一般社団法人日本応用数理学会

1C-1-2　[研究部会主催OS] 応用カオス(1)



この原因を調べるために，m = 5, 10, 15, 20, 25 に対して順序パターンと記号力学系の記号列 [5]

との対応関係を調べた．その結果，図 1bに示すように，m = 5, 10, 15 では 1個の順序パターンに対
して 2個以上の記号列が対応し，m = 20, 25 では 1個の記号列が対応する場合が多いことがわかる．

2.2 周期軌道に着目した推定手法
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図 2: 提案手法による位相的エントロ
ピーの推定値

本研究では，不安定周期軌道に着目した推定手法を
提案する．そのアイディアは，不安定周期軌道から構
成される順序分割ネットワークを基調としつつ，それ
以外の軌道から構成される順序分割ネットワークを
補足的に用いることにより，順序パターンの遷移の増
大率を適切に捉えることにある．具体的には，前者の
順序分割ネットワークの隣接行列 Aupo と，後者の順
序分割ネットワークの隣接行列 Aord を按分した行列
A = αAupo + (1 − α)Aord (α ∈ (0, 1)) の最大固有値
λmax に対して，位相的エントロピーを h = log λmax で
推定することである．遷移行列を構成する際は，各順序パターン間での遷移の回数をその最大値で除
することにより，遷移行列の各要素の値を [0, 1] に収めている．
周期軌道の検出には再帰的な近傍探索と局所線形近似を組み合わせた手法 [7]を使用し，再帰性の

判定に用いる閾値 ϵ = 0.05，局所線形近似に用いる近傍の点数 Nneigh = 12 を設定し，周期 20 ま
での周期軌道を検出した．按分の割合 α = 0.999 に対して，図 2を得た．m = 5 から 8 にかけて
は，先行研究で得られた位相的エントロピーの値 h = 0.465 に比較的近い値が得られていることが
わかる．
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整数化した 4次元Lorenz-Stenflo方程式の
出力値系列に関する乱数性の調査
Investigation of Randomness in The Output Value Series of The
Integerized 4D Lorenz-Stenflo Equation

神﨑 啓志 (Keishi Kanzaki)1, 高市 康平 (Kohei Takaichi)1, 顔錦柱 (Jun-Juh Yan)2,
宮崎 武 (Takeru Miyazaki)3, 上原 聡 (Satoshi Uehara)4, 荒木 俊輔 (Shunsuke Araki)1
1 九州工業大学 (Kyushu Institute of Technology)
2 台湾国立勤益科技大学 (National Chin-Yi University of Technology)
3 九州情報大学 (Kyushu Institute of Information Sciences)
4 北九州市立大学 (The University of Kitakyushu)
e-mail : kanzaki.keishi997@mail.kyutech.jp

1 はじめに
現代の情報通信において，データの秘匿性を確保するために暗号技術は不可欠である．情報セキュ
リティ技術にはランダム性を与えるために擬似乱数が欠かせない．そこで我々は，カオス写像に着目
した擬似乱数生成器の研究を行っている．この種の多くの研究では，本来の定義通りに浮動小数点演
算で計算機実装されている．一方で，浮動小数点演算には，精度がハードウェアや計算環境によって
異なるという問題がある．我々のグループでは Linらが用いた 4次元 Lorenz-Stenflo方程式を整数
化した手法 [2]を提案した．整数演算のみになることで，環境依存性の低減などの利点があるが，そ
の出力値系列に関する議論はまだ乏しい．本研究では，整数化した 4次元 Lorenz-Stenflo方程式に
おける出力値系列の統計的特性を評価した．

2 整数化した 4次元 Lorenz-Stenflo方程式
[2]で提案した整数化された 4次元 Lorenz-Stenflo方程式について説明する. はじめに, 変数とパ
ラメータの整数化方法を式 (1)に示す．

xi =
128Xi

2n
− 64, for i = 1, ..., 4 and Xi ∈ [0, 2n]. (1)

ただし, nは演算精度, xi は本来の Lorenz-Stenflo方程式における 4つの内部変数を示す. これをも
とに，整数化した 4 次元 Lorenz-Stenflo 方程式を次の式 (2) に示す．このとき，Ẋi(t) は微分値を
示す.

Ẋ1(t) =
−AX1(t) +AX2(t) + ΛX3(t)− 2n−1Λ

2n
,

Ẋ2(t) =
−DX1(t) + ΓX2(t)− 128X1(t)X4(t)− 2n−1Γ

2n

+
2n+6(X1(t) +X4(t)) + 2n−1D − 22n+5

2n
,

Ẋ3(t) =
−CX1(t)− 2nX3(t) + 2n−1C + 22n−1

2n
,

Ẋ4(t) =
128X1(t)X2(t)−BX4(t)− 2n+6(X1(t) +X2(t)) + 2n−1B + 22n+5

2n
.

(2)

また，パラメータ (A,B,C,D,Γ,Λ)を本来のパラメータの 2n 倍した整数値を用いる．
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3 写像回数によるビットごとの 0/1の出現割合
Lorenz-Stenflo 方程式を用いた擬似乱数生成器において, 我々は出力値の任意のビットを抽出す

ることを考えている. そのため, 出力値系列の値をそれぞれ 2進数展開した場合に, 抽出対象となる
ビット位置での 0/1の出現頻度に差がないことは重要な統計的性質である. 本稿では, Lorenz-Stelflo
方程式の出力値における, 0と 1の出現割合に関して議論する. 4次元 Lorenz-Stenflo方程式のパラ
メータを (A,B,C,D,Γ,Λ) = (11× 2n, 2.9× 2n, 5× 2n, 23× 2n,−1× 2n, 1.9× 2n)とし，初期値
を xi(0) = 20.0に設定した．また，演算精度を n = 15，写像回数を 1000～100000ステップに設定
し，1000回毎の各写像回数に対する 4次元 Lorenz-Stenflo方程式の出力値 Xi の全ビットの 0の出
現割合を求めた．その実験結果を図 1に示す．実験の結果，全ての内部変数 Xi の, どのビット位置
においても写像回数の増加に伴い, 各ビット位置の 0の出現割合がより 50%に収束していることが
わかる．これは, 十分な写像回数を経ることで, 各ビットにおいて 0と 1が均等に出現する傾向にあ
ることを示す良い結果である. この結果は特に擬似乱数生成器の品質評価や 4 次元 Lorenz-Stenflo
方程式の出力値系列を解析する上で重要な知見を提供するものである．
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図 1. 写像回数に対するビット毎の 0の出現割合

4 おわりに
本研究では，整数化した 4次元 Lorenz-Stenflo方程式の出力値系列を調査した．写像回数を増加

させた場合に出力値の各ビット位置の 0の出現割合がより 50%に収束する傾向が確認され，写像回
数の増加が 4次元 Lorenz-Stenflo方程式の出力精度を向上させることがわかった．今後の課題とし
ては，パラメータを変更した際の出力値に関する議論に加え，演算時間や出力値の周期性についても
解析する予定である．
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1 はじめに
我々は Linらにより提案された 4次元 Lorenz-Stenflo方程式を用いた動的ランダム鍵生成手法 [1]

について研究をしている. これはローレンツ方程式を拡張した式である 4次元 Lorenz-Stenflo 方程
式を用いて送信者と受信者の方程式にある値を一致させ, その値を共通鍵とするシステムである. Lin

らの方法では浮動小数点演算は CPUが異なると演算結果に微妙な誤差が生じ, その差が原因で出力
値が異なる可能性があり, 問題となる.

本稿では上記問題を解消することを目的とした 4次元 Lorenz-Stenflo方程式の整数化手法につい
て提案するとともに, 整数化前後での同期について比較を行い提案手法が有効であることを示す.

2 動的ランダム鍵生成器
動的ランダム鍵生成器は 4 次元 Lorenz-Stenflo 方程式とハッシュ関数によって構成されている.

動的ランダム鍵生成器の概要を図 1に示す. システム内のパラメータは送信側と受信側で同じ値, 内
部変数は異なる値を持っている. このシステムでは送信側の写像と同時に事前に設計された同期信
号がその時の内部変数を基に生成され, 受信側に送られる. この写像を繰り返すと受信側の 4 次元
Lorenz-Stenflo方程式の内部変数が漸近的に送信側の 4次元 Lorenz-Stenflo方程式の内部変数と同
じ値をとるようになる. 同じ値をとった内部変数をハッシュ関数に通して得られるハッシュ値を共通
鍵として秘密通信に用いている.

方程式

ハッシュ
関数

内部変数

動的
ランダム鍵

方程式

ハッシュ
関数

内部変数

動的
ランダム鍵

+

送信側 受信側

同期信号

図 1: 動的ランダム鍵生成器の概要
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我々は動的ランダム鍵生成器に用いられているローレンツ方程式である 4次元 Lorenz-Stenflo方
程式を整数化した物を定義し, 用いている. 整数化した 4次元 Lorenz-Stenflo方程式を式 (1)に示す.

Ẋ1(t) =
−AX1(t) +AX2(t) + ΛX3(t)− Λ2n−1)

2n

Ẋ2(t) =
DX1(t)− 2n−1D −X2(t) + 2n−1 + 2n+6X1(t) + 2n+6X4(t)− 128X1(t)X4(t)− 22n+5

2n

Ẋ3(t) =
−CX1(t)− 2n−1X3(t) + 2n−1C + 22n−1

2n

Ẋ4(t) =
128X1(t)X2(t)−BX4(t)− 2n+6X1(t)− 2n+6X2(t) + 2n−1B + 22n+5

2n
(1)

このとき A,B,C,D,Λ はパラメータであり, Ẋ1(t), Ẋ2(t), Ẋ3(t), Ẋ4(t)は内部変数の微分値を示
している.

3 信号の整数化による同期の安定化
整数化前後で送信側と受信側の内部変数と同期信号が同じ値をとり, 共通の鍵を生成できるか調査
を行った. 写像回数毎の各内部変数と各同期信号の値の一致について整数化前の結果を図 2(a)に, 整
数化後の結果を図 2(b)に示す. 整数化前は内部変数と同期信号がすべて同じ値をとっていたとして
も同期が外れるタイミングが存在するが, 整数化後ではすべての値が一致すると写像を繰り返しても
同期が外れないことが確認できる. 整数化を行うと各内部変数の全てのビットが一致するため, 一回
の写像でより多い情報量を鍵生成に用いることが可能になっている.

(a) 整数化前の値の一致 (b) 整数化後の値の一致

図 2: 整数化前後での各値の一致について

4 おわりに
本研究では, 4次元 Lorenz-Stenflo方程式の整数化に関する議論を行った. Linらの動的ランダム
鍵生成器での利用を想定し, 二者間での擬似乱数列の同期に関す実験を行い, 整数化することで同期
の不安定性が解消されることを示した.
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