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1 はじめに
カオスの定量化には，リアプノフ指数がよく用いられているが，力学系に関する情報が時系列デー

タでしか得られない場合は，リアプノフ指数を直接計算することはできない．一方，カオス尺度は，
情報力学の観点から導入された力学系のカオスを定量化する指標であり [1]，時系列データのみで計
算可能であるが，カオス尺度はリアプノフ指数よりも常に高い値を取る．そこで，カオス尺度とリア
プノフ指数の差の解釈に基づき，１次元カオス写像に対して，修正したカオス尺度 (修正カオス尺度)

が導入され [2]，拡張型カオス尺度として多次元カオス写像に拡張されている [3]．本研究では，戻り
光を有するシングルモード半導体レーザーにおける時間発展を記述した Lang-Kobayashi方程式 [4]

を取り上げ，拡張型カオス尺度によるカオスの定量化を試みる．

2 拡張型カオス尺度
本節では，写像 f : I → I (≡ [a, b]

d ⊂ Rd, a, b ∈ R, d ∈ N) で定義される差分方程式系 (すなわ
ち，xn+1 = f (xn) , n = 0, 1, . . .) における拡張型カオス尺度の定義を述べる．
初期値 x0 と I の有限分割 {Ai}:

I =

N−1∪
k=0

Ak, Ai ∩Aj = ∅ (i ̸= j)

に対して，差分方程式によって決定される時刻 nの確率分布
(
p
(n)
i,A(M)

)
と時刻 nと n+ 1の同時確

率分布
(
p
(n,n+1)
i,j,A (M)

)
を以下で与える．

p
(n)
i,A(M) =

|{xk ∈ Ai : k = n, n+ 1, . . . , n+M − 1}|
M

(1)

p
(n,n+1)
i,j,A (M) =

|{(xk, xk+1) ∈ Ai ×Aj : k = k = n, n+ 1, . . . , n+M − 1}|
M

, (2)

このとき，軌道 {xn}のカオス尺度 (ECD)は次式で定義される [1]．

D(M,n)(A, f) =
N−1∑
i=0

N−1∑
j=0

p
(n)
i,j,A(M) log

p
(n)
i,A(M)

p
(n,n+1)
i,j,A (M)

カオス尺度の定義では，分割要素 Ai が写像 f によって，f(Ai)に写像されるとき，µ (f(Ai) ∩Aj)

を µ(Aj)として扱われてしまう．そこで，カオス尺度の定義において，

µ (f(Ai) ∩Aj) = µ(Aj)R(Si,j) (3)
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として扱うスケール関数 R(Si,j)が追加された拡張型カオス尺度 (EECD)が導入されている [3]．

D
(M,n)
S (A, f) =

N−1∑
i=0

N−1∑
j=0

p
(n)
i,j,A(M) log

p
(n)
i,A(M)R(Si,j)

p
(n,n+1)
i,j,A (M)

(4)

3 Lang-Kobayashi方程式
戻り光を有するシングルモード半導体レーザーにおける時間発展は，Lang-Kobayashi方程式によ

り記述される．いま，電界振幅E(t)，電界位相Φ(t)，キャリア密度N(t)とするとき，Lang-Kobayashi

方程式は以下で与えられる [4]．

dE(t)

dt
=

1

2

[
GN (N(t)−N0)−

1

τp

]
E(t) + κE(t− τ) cosΘ(t) (5)

dΦ(t)

dt
=

α

2

[
GN (N(t)−N0)−

1

τp

]
− κ

E(t− τ)

E(t)
sinΘ(t) (6)

dN(t)

dt
= J − N(t)

τs
−GN (N(t)−N0)E

2(t) (7)

Θ(t) = ω0τ +Φ(t)− Φ(t− τ) (8)

なお，レーザー出力の光強度 I(t) = E2(t)である．
文献 [4]では，Lang-Kobayashi方程式の最大リアプノフ指数の計算結果が示されており，戻り光
を有する半導体レーザーは戻り光量 κの値によりカオスを生じることが知られている (図 1)．なお，
Lang-Kobayashi方程式の拡張型カオス尺度の数値計算結果については，本発表時に紹介する．

k k

図 1. Lang-Kobayashi方程式の軌道と最大リアプノフ指数
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1  概要 

カオスの持つ統計的性質が初期値、擾乱によらず速やかに収束し、負相関を示すという特

性は、カオスモンテカルロ計算の超収束性やレーザーカオスによる高安定高効率 THz 波発生

などの他にはない卓越した特長であるカオス超越性をもたらす。 

カオス時系列は揺らぎを持ち、不安定なように見えるが、位相空間での、時間発展する軌道

を引き付ける性質を持った領域であるアトラクターは、位相空間を広く埋めているために外

乱により解の軌道がずれたとしても同じアトラクターの中にとどまり続ける。一般的な秩序

状態御用いる場合は、同じ周期状態を維持するためには、制御が必要となり、エネルギー効

率が悪化する。カオスは自律的系であるために、エネルギー効率に優れている。カオスはこ

のような、構造安定性を持っている。またランダムな信号とは異なり相関を持っている信号

であり、その相関が時間とともに消えてゆくのが特徴である。このカオスを半導体レーザー

に応用すると、光スペクトルの広いレーザーカオス光を生成できる。スペクトルの広がり方

や、揺らぎの周波数は、レーザーのダイナミックスで異なる。 

ただし、いずれのレーザーでもカオス発振は可能である 1,2)。 

 このカオス光を THz 波発生のための光伝導アンテナの励起に用いると、高安定、広帯域で

安価なＴＨｚ波の発生及び検出が可能となる３）。この内容は、実際の系でカオス超越性を実

証した初めての例となる 3)。この内容についても述べる。 

 数値計算においては梅野らによって、高速のモンテカルロ計算の収束性が得られることが

以前から示されており、これがカオス超越性の発見となっている 4)。 

カオスを考えるときには時定数の概念が非常に大切になる。図１に THz 波発生に用いる半

導体レーザーの時定数についてまとめた。これまで、光スペクトルが広帯域で安定なタイプ

のカオス光を THz 波発生には主に用いてきた。分光器の時定数や、ロックインの時定数にお

いては、時間平均が行われているため、統計平均が早く収束し安定な側面が表に出て、安定
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性の側面が強調される。また、ダウンコンバートの実験により、0.1ms オーダーまでは安定

であることが実証されている。これより高速の領域は今後の課題である。 

 一方、レーザーの時系列は緩和振動の GHz オーダーの振動や、外部鏡モードを移動する

LFF(Low Frequency Fluctuation 10MHz オーダー)の振動が観測される。ただし、THz 発生に

用いるのは、レーザー縦モード間の光ビート（数十 GHz～数 THz）であり、多くのモード間の

事象平均となっているため、光ビートそのものは、安定な可能性もある。この点も今後の課

題である。時定数の関連についても講演で述べる。 

Gun オシレータをリファレンスとした、この系での THz波の出力測定についても述べる。 

謝辞 本研究の一部は、JSPS科研費 JP20K04629，および，総務省 SCOPE(受付番号

JP225005002)の助成を受けたものです。 
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1 概要
心臓の拍動は自律神経によって制御されており，心拍を加速する交感神経と心拍を減速する副交感

神経とが拮抗的に作用することにより拍動の時間間隔にはゆらぎが生じる．この現象は心拍変動とよ
ばれる．心拍間隔（RRI）データの分析による自律神経活動の評価方法は線形分析による手法が標準
化されている [1]が，非線形分析の導入により従来とは異なる視点から新たな知見が得られることも
期待されている．
心拍変動と加齢との関係について調べた先行研究 [2]では，年齢と SDNN（自律神経活動を評価す

る線形指標の一つ）等との間に両対数プロットにおいて直線状の関係があり，12歳付近で正の傾き
から負の傾きに転じることが報告されている．図 1に年齢と SDNNの関係を示す．
本研究では，先行研究 [2]でも用いられている公開データを用い，データから測るカオス性という

観点から心拍変動と加齢との関係がどのように特徴付けられるのかを調査した．分析に用いた 3 つ
のデータセット [3, 4, 5]は，健常者を対象に行われたホルター心電計による 24時間計測データであ
り，いずれも PhysioNet[6]にて公開されている．

2 カオス尺度
カオス性を測る指標としては，カオスの性質の一つである初期値鋭敏性を測るリアプノフ指数が代

表的であるが，解析的に求めるには対象の系を記述する方程式などの情報が必要であり，データから
推定するには多くのデータと計算量が必要となる．本研究では，情報理論の観点からカオスを定量化
する指標として提案され，データ系列のみから計算が可能であるカオス尺度 [7]を用いる．
カオス尺度の定義は以下の通りである．写像 f : I → I ( ≡ [a, b]d ⊂ Rd, a, b ∈ R, d ∈ N ) で定

義される差分方程式系 (xn+1 = f(xn), n = 0, 1, . . .)において，初期値 x0 と I の有限分割 {Ai} :

I =
N∪

k=1

Ak, Ai ∩Aj = ∅ (i ̸= j)

に対して，差分方程式によって決定される時刻mの確率分布 p(i)と，時刻mとm+ 1の同時確率
分布 p(i, j)を，それぞれ

p(i) =
# {xk ∈ Ai; k = m,m+ 1, . . . ,m+M − 1}

M
,

p(i, j) =
# {(xk, xk+1) ∈ Ai ×Aj ; k = m,m+ 1, . . . ,m+M − 1}

M

で与える．このとき，軌道 {xk}のカオス尺度 HCD は以下で定義される．

HCD =

N∑
i=1

N∑
j=1

p(i, j) log
p(i)

p(i, j)
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3 結果と考察
3つのデータセットを用いて心拍間隔（RRI）データのカオス尺度を計算し，横軸に年齢，縦軸に

カオス尺度をプロットしたものを図 2に示す．なお，先行研究に合わせて両対数プロットとした．

RR interval time series from healthy subjects

MIT-BIH Normal Sinus Rhythm Database

Normal Sinus Rhythm RR Interval Database
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図 1. 先行研究 [2]で報告されている年齢と SDNNの関係．
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図 2. 年齢とカオス尺度の両対数プロット．

図 2に示した RRIデータのカオス尺度と年齢のプロットでは，先行研究 [2]で報告されている 12

歳付近での顕著な変化は確認されなかったが，一方で，60歳付近におけるカオス尺度の大きな低下
が見られた．これは，カオス尺度が SDNNのような従来の線形指標とは異なる年齢依存性を示すこ
とを意味している．SDNN等の指標には現れない 60歳付近での変化をカオス尺度が捉えていること
から，心拍変動に対する老化の影響を評価する新たな指標として，カオス尺度が有用である可能性が
示唆される．
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1 はじめに
繰り返し与えられた刺激（反復刺激）に対する慣れは，多くの生物に共通して観察される現象であ

り，生物学的リソースを節約するための戦略の一つである．心理学や神経科学などの分野では，この
ような慣れを馴化（Habituation）と呼ぶ．特に，反復刺激に対する生体による応答の減衰のうち，
受容器の疲労などではない現象を指す．馴化の様相は個別の系によって異なるが，その多くに共通す
る性質があり，刺激と応答に関する 10個のパラメータ特性として体系化されている [1]．これらの特
性は馴化に関する研究の基礎となっている．特に，数理モデリングに関する研究では，近年，馴化を
表す数理モデルによる特性に関する再現性の評価 [2]や特性の数学的定式化 [1]などが進みつつある．
馴化の分子レベルのメカニズムの一つとして，可逆的な酵素反応やその組み合わせが挙げられる．

一般に，このようなメカニズムではシグナル伝達の遅延が発生し，生体反応に様々な影響が生じる
[3]．しかし，このように発生する遅延の馴化への影響については，ほとんど研究されていない．そこ
で本研究では，馴化を表す既存の数理モデルに対し遅延効果を導入することで，馴化の様相やパラ
メータ特性への遅延による影響を明らかにする．

2 Negative Feedbackモデルと遅延Negative Feedbackモデル
本研究では，可逆的な酵素反応に基づく馴化の数理モデルとして Negative Feedbackモデル [1]に
着目する．これは，外力として反復刺激 u : [0, T ] → R (T > 0) が与えられた 3変数の常微分方程式

ẋ1 = k1u− k2x1, ẋ2 = k3x3 − k4x2, ẋ3 = k5x1 − k6x2x3. (1)

として記述される．ここで x1, x2, x3 は時刻 tの関数であり，それぞれ反復刺激を受け取る変数，応
答を表す変数，記憶を表す変数である．また，x(0) = (x1(0), x2(0), x3(0))

⊤
= (0, 0, 0)

⊤ とする．
(1)の各式は可逆的な酵素反応の簡約表現であり，k1, . . . , k6 ∈ R≥0 はパラメータである．本研究で
は，矩形波の連続関数表現を反復刺激として扱い，そのもとで (1)の解の存在と一意性を仮定する．
以下，反復刺激の定式化の一例を示す．F,w, f ∈ R+ が与えられたもと，矩形波 ũ : [0, T ] → Rを

ũ(t)=

{
F t ∈ [ti, ti + w] (i = 1, . . . , ⌊f⌋),
0 t /∈ [ti, ti + w].

(2)

と定める．ここで，⌊·⌋は床関数とし，ti := (i− 1)T/f とおく．ũを刻み幅 ∆t (0 < ∆t < w)でサ
ンプリングし，その連続関数補間を反復刺激 u ∈ C([0, T ],R)と定める．このとき，F,w, f は，それ
ぞれ刺激の強度，各刺激の継続時間，[0, T ]における刺激の回数に対応する．また，周期を ∆T とお
き，本稿では w (0 < w < ∆T = T/f)を定数と仮定する．次に，i (i = 1, . . . , ⌊f⌋)番目の刺激に対
する応答を y[i] ∈ R とおき，(1)における y[i]の評価方法を定める．本研究では，区間 [ti, ti +∆T ]
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における x3 の最大値が一つだけ存在することを仮定し，これを y[i]とする．以下，刺激の回数 f を
強調し，uを u(t; f)，u(t; f)が与えられた際の y[i]を y[i; f ]と表記することがある．
著者らは F,w,∆t，補間手法，f が属する区間 [fα, fβ ]およびモデルパラメータ (k1, . . . , k6)を適
当に固定したもとで，区間 [0, T ]上で定義された Negative Feedbackモデル (1)が，以下の 2つの特
性（文献 [1]における特性 1，4を一部改変）を満たすことを，予備的数値実験において確認した．

定義 1（特性 1） 以下の (1), (2) が成り立つ反復刺激 u(t; f) が存在するとき，モデルは特性 1 を
満たすという．(1) 任意の 1 ≤ i ≤ ⌊f⌋について 0 ≤ y[i+ 1] ≤ y[i]が成り立つ．(2) i = 1, . . . , I に
対し y[i+ 1] < y[i]が成り立つような 1 < I ≤ ⌊f⌋が存在する．

定義 2（特性 4） 特性 1が成り立つ反復刺激の周期の集合を UT とおく．∆T1 < ∆T2 ∈ UT なる
任意の ∆T1 := T/f1,∆T2 := T/f2 に対し，y[i; f1] ≤ y[i; f2] (i = 2, 3, . . . , ⌊f⌋) が成り立つとき，
モデルは特性 4を満たすという．

1節に述べた背景を踏まえ，本研究では，(1)の第二式に遅延効果を表す項の導入を提案する：
ẋ2(t) = k3x3(t)− k4x2(t) + cx2(t− d). (3)

ここで c ≥ 0は遅延効果の大きさ，d ≥ 0は遅延時間を表すパラメータであり，c ̸= 0, d ̸= 0のとき
cx2(t − d) : [0, T ] → Rは記憶における遅延効果を表す．(1)の第一式，(3)，(1)の第三式からなる
遅延微分方程式を，遅延 Negative Feedbackモデルとよぶ．ここで，遅延 Negative Feedbackモデ
ルの左辺におけるドットは時刻 tに関する右側微分を表し，遅延項の初期関数を零関数と定める．ま
た，各刺激に対する応答は (1)と同様に評価する．(1)が特性 1, 4を満たす条件のもと，(c, d)を変
化させ数値計算を行った結果，(c, d) の値によっては遅延 Negative Feedback モデルも特性 1, 4 を
満たすことが分かった．また (1)と，特性 1および 4を満たす遅延 Negative Feedbackモデルに対
し，過渡状態と定常状態における減衰の程度を，y[2; f ]と y[1; f ]の傾きや文献 [1]において定められ
た指標等により評価した．その結果，遅延 Negative Feedback モデルがより顕著な減衰を示す場合
があると分かった．本結果は，遅延効果がより効率的な馴化を引き起こす可能性を示唆するものであ
る．数値実験および考察の詳細については講演で説明する．
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