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1 概要
本研究では、安定分布 [1]ノイズを持つ Ornstein–Uhlenbeck（OU）過程 [2]において、安定指数

αが時間的に変動するケースを扱う。αを有限個の状態をとるマルコフ過程と仮定し、特性関数を解
析的に導出した。Chaos Fourier変換 [4]を用いた数値シミュレーションと理論式が良く一致し、提
案モデルがファットテールかつ非定常な市場変動の記述に有効であることを示す。

2 背景と目的
金融市場における価格リターンは、ブラック＝ショールズモデル [3]のようなガウス過程に基づく

従来のモデルでは捉えきれないファットテール性や非定常性を示す。これに対応するため、安定分布
に基づく非ガウス型の Lévy過程を駆動項とした確率過程のモデルが提案されてきた。しかし、従来
の Lévy 過程のモデル [2]では安定指数 αを一定と仮定しており、実データが示す時間的変動を反映
できない。近年の研究では、αが時間とともに変化している可能性が報告されている [5]。本研究で
は、αを有限個の状態をとるマルコフ過程とみなし、αの変動が OU過程に与える影響を解析する。

3 モデルと理論解析
本研究で扱う OU過程は、以下の確率微分方程式で表される：

du(t) = −λu(t)dt+ dL
(α(t))
t , (1)

ここで、L
(α(t))
t は時刻 tにおいて安定指数 α(t)を持つ非定常な L’evy過程である。α(t)は m状態

をとるマルコフ過程と仮定し、定常分布を qk とする。
このとき、特性関数 ϕ(k, t)は次のように表される：

ϕ(k, t) = exp

[
−t

m∑
k=1

qk|γαk
k|αk

]
(2)

= exp [⟨|γαk|α⟩S ] (3)

ただし、γα は各 αに対応するスケールパラメータであり、⟨·⟩S は、α の定常分布 S に関する期待値
を意味する。
この結果は、OU過程が複数の安定分布の畳み込みとして表現されることを意味し、非定常な市場

環境をより現実的にモデル化できる。

4 数値解析と検証
αが 2状態 α1, α2 をとる場合を対象とし、それぞれの遷移確率を w1, w2 とするマルコフモデルに

基づいて数値シミュレーションを実施した。Chaos Fourier変換 [4]により、得られた確率変数 u(t)

の特性関数を推定し、理論式と比較した。
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図 1. αが 2状態を取るモデルの特性関数について理論値と数値解析の比較 (ｔ=10.0の場合)

図 1に t = 10.0での特性関数の比較を示す。長時間極限では理論と数値結果の一致が良好であり、
導出した解析解の妥当性を支持する結果となった。

5 結論と展望
本研究では、安定指数 αがマルコフ的に変動する非定常OU過程を導入し、その特性関数を解析的
に導出した。Chaos Fourier変換による数値解析との一致により、提案モデルの有効性が示された。
今後の課題としては、α(t)の連続的変動への拡張や、実データとの比較によるモデル精度の評価が挙
げられる。また、α(t)の変動に伴う自己相関構造の変化や、マルチフラクタル解析によるさらなる応
用も期待される。
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1 概要
企業規模や一国の経済規模に関する統計解析や数理モデリングの試みは、およそ 100年前のGibrat

による先駆的な仕事 [1]に始まり、経済物理学の黎明期から行われてきた [2]。一国の GDPに対象を
絞ると、以下の性質が経験的事実 (stylized-facts)として知られている。

• GDP分布は対数正規分布で近似可能 [3]

• GDP対数成長率分布は正規分布ではない (中心付近は Laplace[3, 4]、exponential-power[5]、
全体で Cauchy[6])

• GDP対数成長率分布の裾は重い [5, 7]

• GDP対数成長率を GDPで条件つけた分散は GDPにベキ的に依存する [3, 4]

これらの結果では、国の経済規模として使用する変数、データポイント数、さらに統計処理が研究に
よって微妙に異なるが、国や時期によらず概ねロバストであることが期待される。
本研究では、先行研究で述べられた以上の性質を 1970年から 2019年までの 50年 150カ国余りに

わたる年次の GDP データセットにより実際に確認したのち、stylized-facts を再現可能な数理モデ
ルを議論することを目指している。本稿では、特にデータ解析結果について議論する。

2 データと解析結果
本研究では、GDPデータセットとして、Penn World Table 10.01[8] を用いる。名目 GDPや実

質 GDPのほか、それらを人口一人当たりに換算した量が記載されている。価格は 2017年時点の米
ドルベースで計算されており、購買力平価の平準化が行われているため国と時期ごとの比較が可能と
なっている。本研究では、1970年から 2019年までの実質 GDPを用いる。
まず、GDP分布に関しては、対数正規分布によるフィッティングで KS検定を棄却できず、裾の

ベキ性は Clauset et al. による方法 [9] で推定・検定した結果棄却された。そして、lnGDP を正規
分布でフィットして得られる平均 µは、年によって線形に増大し、その傾き (つまり平均成長率)は
0.038であった。また、分散 σ2 は年によらずほぼ一定でおよそ 0.04であった。
また、GDP対数成長率分布に関して、先行研究で述べられた以下の分布でフィットし、KS検定

を行った。

(Laplace) : f(x;µ, σ) =
1

2σ
exp

[
− |x− µ|

σ

]
(Exponential power) : f(x;µ, σ, b) =

b

2σΓ(1/b)
exp

[
−

( |x− µ|
σ

)b]
(Cauchy) : f(x;µ, σ) =

1

πσ

1

σ2 + (x− µ)2
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その結果、対数成長率分布は、中央付近 (r̄を中央値として |r−r̄| < 0.3)では、µ = 0.0002, σ = 0.0524

の Laplace分布や µ = 0.0002, σ = 0.0561, b = 1.0509の指数ベキ分布で近似できることが確認され
た (KS p値はそれぞれ 0.1514, 0.2410)が、分布全体では上の分布は全て棄却された。
GDP 対数成長率分布の裾のベキ性について、Clauset et al. の方法で推定・検定したところ、

P>(x) ∝ x−α+ , P<(x) ∝ |x|−α− で定義されるベキ指数 α± はそれぞれ α+ = 2.45 ± 0.18, α− =

2.03± 0.12であった。対数成長率分布は分散が有限の分布で近似されることを示唆している。
最後に、GDP Yt で条件つけた対数成長率分散 σ2(rt|Y ) := Var(rt|Y ≤ Yt < Y 1.5)について、

σ2(rt|Y ) ∝ Y −β , β = 0.77± 0.12

がフィットによって得られた。なお、β = 0が古典的な Gibrat則に対応する。

3 まとめ
GDP分布の時間変化と GDP成長率分布とフィット、裾のベキ性、成長率分散のサイズ依存性に
ついて述べた。これらの観測結果は、GDPのモデルに対して制約を与えている。例えば、古典的な
Gibratのモデル [1]では、対数 GDP分布の分散が時間によらず一定であることや成長率のサイズ依
存性を説明できない。本講演の最後では、こうした課題を踏まえて観測結果を整合的に説明するモデ
ルの候補を議論する。
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1 はじめに
非線形格子においては，Dicrete Breather (DB)と呼ばれる空間的局在モードが，普遍的に存在し

得ることが知られている [1]．基本的な DBは，定在波型の周期振動モードであり，波形中心から離

れるに従い粒子振幅がゼロに漸近する局在性を有する．一方で，進行波型の DB が，空間 1次元の

非線形 Klein-Gordon格子 [2]や FPUT-β 格子 [3]において数値的に観測されている．これら移動型

DBは，以下の性質を示す: (i) 数値的ニュートン法で構成した進行波型 DBの伝播速度は，一定で

はなく，格子間隔で周期的に変動する，(ii) 摂動を加えられた進行波型 DBは，伝播と共に減速し格

子上に捕捉される，(iii) 局在性が破れ，空間的に広がった裾を持つ．これらの離散性に起因する性質

は，非線形格子のポテンシャル関数がある対称性を持つ場合には現れないことが予想された [3]．こ

の対称性を有する 1次元非線形格子として，Pairwise Interaction Symmetric Lattice (PISL)が構

築され，実際に性質 (i)-(iii)が現れない事が数値的に示されている [4]．

1次元非線形格子は，固体結晶の最も単純化された微視的力学モデルでもあり，原子振動による熱

伝導の理論・数値的研究に広く用いられる．PISL は，熱伝導研究においても興味を持たれており，

弾道的熱伝導と呼ばれる熱抵抗が消失する状態，もしくは，それに近い熱伝導状態を示すことが数

値実験により報告されている [5]．ただし，真に弾道的か否かは明らかになっていない．本研究では，

周期境界の PISLにおいて，初期条件で熱流束を与えたとき，熱流束の長時間平均がゼロに緩和しな

いような十分条件を示す．初期条件が当該条件を満たし，かつ，正の熱流束を持つとき，区間長 T で

の熱流束の時間平均が T → ∞の極限でゼロに収束しない，すなわち，熱抵抗が消失する．

2 PISLと対称性
PISLは，次式のハミルトニアンで記述される長距離相互作用１次元非線形格子である．

H =
∞∑

n=−∞

1
2

p2
n +

1
2

∞∑
n=−∞

[
µ0q

2
n + (qn+1 − qn)2

]
+

β

4

∞∑
n=−∞

∞∑
r=1

br (qn+r − qn)4 (1)

ここで，qn, pn ∈ R は n 番目の質点の変位と運動量，µ0 と β は非負のパラメータ，br = 1/r2 で

ある．運動方程式は，q̇n = ∂H/∂pn, ṗn = −∂H/∂qn により与えられる．変位座標 {qn}n∈Z に対し

て，離散 Fourier 変換 U(k) = (1/
√

2π)
∑∞

n=−∞(−1)nqne−ikn によりモード座標 {U(k)}k∈T を導

入する. ここで，T = (−π, π]である．モード座標系での運動方程式は，次式のように得られる．

Ü(k) + ν2
kU(k) =

4β

π

∫
T3

dk1dk2dk3φ0(k1, k2, k3, k)U(k1)U(k2)U(k3)δ(k1 + k2 + k3 − k) (2)

ここで，U(k)は時間 tの関数，ν2
k = µ0 + 4 cos2(k/2)，φ0 は (k1, k2, k3, k)に依存する係数，δ は

Diracのデルタ関数である．波数条件 k1 +k2 +k3 −k = 0を満たすモード間相互作用のみが現れる．
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変換 Sλ を次式で定義する．

Sλ : U(k) 7→
{

U(k) exp[−ikλ] if k ∈ (−π, π)
U(k) if k = π

(3)

ここで，λ ∈ Rはパラメータである. Ũ(k) = SλU(k)とするとき，任意の λに対して，Ũ(k)の運動

方程式は (2)式と同じ形になる．この意味で，PISLは対称性を有する．

3 周期境界 PISLと熱流束の非緩和条件
周期境界条件 qn+N = qn を課した N 粒子の PISL を考える．この系のハミルトニアンを

HN で表す．長距離相互作用ポテンシャルに現れる和は r = 1, . . . , N/2 の範囲となり，係数は

br = sin2(π/N)/ sin2(rπ/N), r = 1, . . . , N/2 − 1，および，bN/2 = sin2(π/N)/2 で与えられ

る．PISL の対称性により，I = −
∑N/2−1

m=−(N/2−1) m Im[ U̇mŪm ] は保存量となる．ここで，Um =

(1/
√

N)
∑N

n=1(−1)nqnei2πmn/N である．線形相互作用を介して n番目と n + 1番目粒子の間を単

位時間に移動する熱エネルギーを jn で表すと，jn = −(pn+1 + pn)(qn+1 − qn)/2．格子系の全調和

熱流束を，JH =
∑N

n=1 jn で定義する．以下の定理が成り立つ．

定理 1 (q(t), p(t)) ∈ RN × RN を，N 粒子の周期境界 PISLの運動方程式の解とする. 定数 c > 0

に対し χN (c)を次式で定義する．

χN (c) = max
m∈{1,...,N/2−1}

∣∣∣∣vmωm − cm

νm

∣∣∣∣ (4)

ただし，νm =
√

µ0 + 4 cos2(πm/N) , ωm = 2 sin(πm/N), vm = cos(πm/N)．初期条件

(q(0), p(0))に対し，ある値 c > 0が存在して不等式 cI(0) > χN (c)HN (0)が成り立つと仮定する．

このとき，定数 ε0 > 0が存在し，解 (q(t), p(t))に対して不等式 JH(t) ≥ ε0 が全ての t ∈ [0,∞)で

成り立つ．

定理 1 の初期条件に対しては，∀t ≥ 0 で JH(t) ≥ ε0 > 0．したがって，長時間平均に関して，

limT→∞ T−1
∫ T

0
JH(t)dt ≥ ε0 > 0．このことは，温度勾配が無い状況下で，全調和熱流束の長時間

平均がゼロに緩和しないことを保証しており，熱抵抗の消失を示している．
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