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1 概要
Electrical Impedance Tomography(EIT) は物体の表面に電圧を与えた時，物体表面に発生した

電流の計測値から内部包含物の位置を画像で再構成する非破壊検査法として知られている．医療画
像診断の応用先として，人体における癌の位置の同定がある．EIT は次の偏微分方程式の逆問題と
して記述することができる [1]．特に，R2 内の物体 Ω（有界集合）の電気伝導度を σ = σ(x, y)とし
u = u(x, y)を電圧のポテンシャルとすると次の偏微分方程式で記述される数理モデルは EITの連続
体モデルと呼ばれる． {∇ · σ∇u = 0 in Ω,

u = f on ∂Ω.
(1)

ここで，nを境界 (∂Ω)上の単位法線ベクトルとし，以下のようなDirichlet–Neumann写像を与える.

Λ : f → σ
∂u

∂n

∣∣∣∣
∂Ω

(2)

また，電気伝導度を次のように与える．

σ(x, y) = 1 + χD(x, y)h(x, y) (3)

ここで，D ⊂ Ωを内部包含物の集合とし，次式が成り立つとする．

χD(x, y) =

{
1, (x, y) ∈ D

0, (その他)
. (4)

この時, Dirichlet–Neumann写像 Λから内部包含物 D を再構成できるのかという Calderónの問題
を解くために，数理解析的な再構成法として知られている囲い込み法 [2]とニューラルネットワーク
を融合した手法を提案した [3]．提案した方法は現実の測定データに適用するためには現象を支配す
る数理モデルを変更する必要がある．本公演では完全電極モデルと呼ばれる偏微分方程式で記述され
る EITの問題を考え，囲い込みニューラルネットワークを現実の測定データに適用する手法と結果
を紹介する．

日本応用数理学会 2025年度 年会 講演予稿集 (2025-09-02/04) Copyright (C) 2025 一般社団法人日本応用数理学会

1D-3-1　[研究部会主催OS] 連続体力学の数理(1)



2 完全電極体モデル
実験における計測データは雑音を含む．また，所望する箇所のデータを全て取得することが出来な

いことが多い。つまり、不完全な情報を用いて内部包含物の情報を正確に抽出するのは極めて困難な
問題であり，理論と実用の観点から極めて重要である．本講演において，有限個の観測データから内
部包含物を再構成する囲い込みニューラルネットワークを紹介する．
EITの実験においても物体の周囲全体に測定装置である電極をつけることは難しい．そのため，物

体の周囲に有限個の測定装置をつけることが現実的である．本研究において，物体の境界において有
限個の電極をつけた数理モデルとして完全電極体モデルを採用する．物体 Ω内の内部包含物の集合
D の電気伝導度 σ が連続体モデルと同じ場合，完全電極体モデルは次の偏微分方程式で記述される
[4]． 

∇ · σ∇u = 0 in Ω,

u+ ζlσ
∂u

∂n
= Vl on el, l = 1, · · · , L.

(5)

ここで，el は電極，ζl は接触抵抗，Vl は電極 el における電圧とし，電圧は
L∑

l=1

Vl = 0 (6)

を満たすとする．

3 実験データへの適用
完全電極モデルの実験データとして 2 次元 EIT のオープンデータセットを用いる [5]. 囲い込み
ニューラルネットワークを実験データへ適用した結果は講演時に紹介する [6]．
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1 Introduction

In this talk, we will demonstrate that every C1–diffeomorphism of a compact smooth manifold

M can be implemented exactly by the composition of a finite feed-forward neural network and

a single, time-dependent Neural-ODE flow. Specifically, we will focus on the following questions:

(Q1) Expressive power : Which self ‒ maps of M can be realized exactly as the combination of

time-1 flows of a (possibly time ‒ dependent) vector fields and neural networks (NNs)?

(Q2) Learnability : Under which geometric or analytic conditions does the associated hypothesis

class admit uniform or non-uniform learnability?

Notation and conventions

■Manifolds. Throughout the paper, M denotes a connected, smooth (C∞) d-dimensional man-

ifold.

Unless stated otherwise, we assume compactness. Charts are written (Uλ, ϕλ) with ϕλ : Uλ →
Vλ ⊂ Rd and inverse ψλ := ϕ−1

λ . A smooth partition of unity {ρλ}Lλ=1 subordinate to the finite

atlas satisfies
∑

λ ρλ ≡ 1 and suppρλ ⋐ Uλ.

■Neural networks. A one ‒ hidden ‒ layer network (MLP) with activation σ ∈ C1(R) is the

map of the form N(θ)(·) =
∑m

i=1 ai σ
(
w⊤

i x+ bi
)
, θ = (ai, wi, bi)

m
i=1, that is,

N(θ)(x) ∈ Span〈σ(w⊤x+ b)
∣∣w ∈ Rd, b ∈ R〉.

Its gradient is ∇N(θ)(x) =
∑

i aiσ
′(w⊤

i x+ bi
)
wi. For manifolds, we regard h :M → R as neural

if h =
∑

λ ρλ
(
Nλ ◦ ϕλ

)
with finitely many Euclidean MLPs Nλ.

■Neural ‒ ODE flow. Given a time ‒ dependent vector field X ∈ C1(TM),

ẋt = X(xt), x0 = x,

admits a unique flow Φ
(t)
X ∈ Diff1(M). We call the map x 7→ Φ

(1)
X (x) a Neural ‒ ODE block ; it

is exact (no discretization) in all proofs.

■Mapping-class notation. Diff(M) is the group of orientation-preserving C1-diffeomorphisms

on M , Diff0(M) its identity component, and the mapping ‒ class group [1] is MCG(M) :=

Diff(M)/Diff0(M). Generators (e.g. Dehn twists Tγ) are regarded as fixed smooth maps.

2 Main results

The following theorem is the primary result of our paper. We fix a compact, connected,

orientable d-manifoldM and a bounded activation function σ ∈ C1(R). For a time ‒ dependent
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vector field V (t) ∈ C1(TM), Φ
(t)
V ∈ Diff1(M) represents its exact flow.

Theorem 1. Let M be a connected, orientable, compact d ‒ manifold, and fix a smooth, non ‒
polynomial activation σ ∈ C1(R). Choose any (possibly countable) generating set G ⊂ Diff+(M)

of the mapping ‒ class group MCG(M).

For every f ∈ Diff+(M) and ε > 0 small enough, there exist

(i) k ∈ N, {i1, i2, . . . , ik} ⊂ N;

(ii) one-hidden-layer networks h1, . . . , hgik ;

(iii) C1, time-dependent vector fields Xk, Xgi1
, . . . , Xgik

: [0, 1]×M → TM

such that

f = Φ
(1)
Xk

◦
(
Φ

(1)
Xgi1

◦ hgi1
)ε1 ◦ · · · ◦

(
Φ

(1)
Xgik

◦ hgik
)εk ◦Rε,

where ϵj ∈ Z (j = 1, 2, . . . , k) and ϵ ∈ {0, 1}.

The sketch of the proof reads as follows.

Step 1: Sobolev universal approximation on manifolds. Extending Hornik’s Euclidean

theorem [2] with a finite atlas and a partition of unity, we demonstrate that a one-hidden-

layer network with any smooth, non-polynomial activation is dense in C1(M). Hence, for any

f ∈ Diff1(M), we obtain a finite network h whose values and Jacobians are uniformly ε-close to

those of f .

Step 2: Small-C1 isotopy. If ε > 0 is small enough, the error map k = h ◦ f−1 lies in the

small C1 ball around the identity and is isotopic to idM .

Step 3: Exact correction by flow. The straight-line isotopy yields a time-dependent vector

field X = k − id. Its time-1 flow, realized by a single Neural-ODE layer, equals k−1; thus

Φ
(1)
X ◦ h = f exactly.

Combining these blocks with Dehn ‒ Lickorish generators gives a finite ”NN + NODE” factor-

ization for every element of the mapping-class group; this provides the constructive, parameter-

bounded neural realization of arbitrary manifold diffeomorphisms.
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1 はじめに
近年, AI技術の発展に伴い, 時系列データを対象とする機械学習モデルは, 力学系における状態予

測を含む, 多様な用途で活用されている. 特に最近では, Transformerや S4などの新しいアーキテク
チャが登場し, 時系列モデリングの性能は飛躍的に向上しているが, それに伴いモデルの構造は複雑
化している.

一方で, AIシステムの社会実装が進むにつれ, 品質保証や信頼性評価の重要性が高まっている. 従
来の評価指標は主に精度や損失関数に基づいていたが, 実環境では予期せぬ外乱や入力摂動が発生す
る可能性があり, それに対するモデルのレジリエンスが求められる. レジリエンスとは, 入力の変化に
対して出力が過度に変動しないこと, あるいは速やかに安定状態に戻る能力を指す.

本研究では, 時系列機械学習モデルに対するレジリエンス評価の枠組みを構築する第一歩として,

構造が比較的単純で解析可能な LSTM（Long Short-Term Memory）ネットワークを対象とする.

具体的には, 制御理論における δISS（Incremental Input-to-State Stability）の概念を応用し, 入力
摂動に対する状態応答の安定性を定量的に表す「復帰時間 (Recovery Time) 」を定義する. さらに,

復帰時間をデータ非依存な量で評価する方法を提案する. 本研究の目的は, AIモデルの信頼性向上に
向けた新たな設計指針を提供することであり, 今後より複雑なモデルへの展開を視野に入れた基盤的
な取り組みである.

2 提案手法
LSTM は状態 s(t), 入力 x(t), 重みパラメータ θ によって，制御対象の出力 y(t)と次の時刻の状

態 s(t + 1)を予測する再帰型ニューラルネットワーク（RNN）の一種である. 本稿では, LSTMの
詳細なゲート構造は省略して, 次のようにパラメータ θ の関数として記述する:

s(t+ 1) = fθ(s(t), x(t)), y(t) = gθ(s(t)).

ここでは, 時系列モデルのレジリエンスを定量的に評価・制御する枠組みとして, 制御理論におけ
る δISS の概念を LSTM に応用する. δISS は, 異なる入力系列に対する状態の差が時間とともに
収束する性質を保証するものである．具体的には t に関して単調減少かつ ∥s∥ に関して単調増加な
β(∥s∥, t)と ∥x∥に対して単調増加な γ(∥x∥)を用いて次のように表されることをいう:

∥s1(t)− s2(t)∥ ≤ β(∥s1(0)− s2(0)∥, t) + γ(∥x1(0 : t)− x2(0 : t)∥2,∞).

LSTMに対する δISSの十分条件は, 近年 [1] や [2] によって提案されているが, 我々は, LSTMの
内部状態空間における不変集合（invariant set）を精緻化することで, より緩和された十分条件を導
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出した [3, Theorem 4.2]．これにより, より広範なモデルに対して δISS 性を保証可能となった. さ
らに, 新たなレジリエンス指標として「復帰時間（Recovery Time）」を定義した [3, Definition 5.1].

これは, 一時的な入力摂動により異常状態に遷移したモデルが, 通常状態に復帰するまでの時間を定
量化するものである．具体的には, ある時刻 t0 以降で入力が一致する入力列 x(t), x̂(t)と閾値 eに対
して次のように定める:

TR(x, x̂, s(0); e) = min{t ≥ t0 : 任意の t′ ≥ tに対して ∥y(t′, s(0), x)− y(t′, s(0), x̂)∥ ≤ e} − t0.

TR は入力データ x, x̂に依存する量であり, 各テストデータに対して復帰時間を求めることは難し
くない. しかし, 外乱が入ってくるような異常データは収集が困難な場合が多く, 実用的な観点からは
データに依存しない評価指標が望まれる．そこで我々は、不変集合と δISSの β(∥s∥, t)を LSTMの
パラメータ θ を用いて表し,

sup
x,x̂

TR(x, x̂) ≤ T̄R(θ)

の様なデータに依存しない上界を与えた [3, Theorem 5.3]. この上界は, モデルの学習パラメータか
ら計算可能であり, 学習済みモデルに対してレジリエンスを定量的に評価する指標として利用でき
る．さらに, このようなレジリエンスを評価する指標は, 次のようにモデルの学習時に正則化項 Φと
して損失関数 Lに組み込むことで, レジリエンスを持つモデルの構築に役立たせることができる:

Loss = L+Φ(θ).

本研究で提案したレジリエンス評価および制御手法の有効性については, 簡単なモデルを用いた数
値実験により検証を行った. 詳細な実験設定および結果については、プレプリント [3] を参照され
たい.
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1 Inverse diffusion coefficient identification

This work addresses the inverse identification of a spatially varying diffusion coefficient in a

second-order elliptic PDE with convection and reaction:

Problem 1. Given f in Ω, g2, and g1 on Γ, find α in Ω satisfying the equation:

−∇ · (α∇u) + b · ∇u+ cu = f in Ω, u = g2 on Γ, and α
∂u

∂ν
= g1 on Γ, (1)

where f ∈ L2(Ω), α, c ∈ L∞(Ω), b ∈ [L∞(Ω)]d, and (g1, g2) are given Cauchy data. This

formulation generalizes traditional models by incorporating advective and reactive mechanisms,

thereby allowing for a more realistic representation of physical systems. The use of a single pair

of Dirichlet and Neumann data poses additional challenges but also motivates the development

of advanced reconstruction techniques.

2 Recovery of the diffusion coefficient via complex boundary setting

To stabilize the inversion process, we adopt a variational approach based on a complex-valued

reformulation inspired by the Coupled Complex Boundary Method (CCBM)[1, 2], where bound-

ary data are encoded as complex values. The inverse problem is stabilized by penalizing the

imaginary part of the solution, enabling robust recovery via regularization. To formulate the

problem precisely, we consider the following complex boundary value problem:

Problem 2. Determine α ∈ A such that ui = 0 in Ω, where ui represents the imaginary

component of the solution u = ur + iui to the boundary value problem :{−∇ · (α∇u) + b · ∇u+ cu = f in Ω,

α∇u · n+ iu = g2 + ig1 on Γ.
(2)

We proceed under the following assumptions to simplify the analysis:

• V := H1(Ω) be the real Sobolev space and its complex counterpart is denoted by V .

• We define A := {α ∈ L∞(Ω) | αmin ≤ α ≤ αmax}, where αmin, αmax ∈ L∞(Ω), satisfy

αmax > αmin > 0.

We define the parameter-to-solution map α ∈ A 7−→ S(α) := u(α) ∈ V , where u(α) is the

solution to Problem 2. The mapping is continuous and Fréchet differentiable. For convenience,

we write u in place of u(α) when no confusion arises.

Proceedings of the 2025 Annual Meeting of the Japan Society for Industrial and Applied Mathematics

Copyright (C) 2025 The Japan Society for Industrial and Applied Mathematics

1D-3-4　[研究部会主催OS] 連続体力学の数理(1)



We consider the following regularized cost functional

Jρ(α) := J(α) +R(α, ρ) =
1

2
w0‖u1(α)‖20,Ω +

1

2
w1‖∇ui(α)‖20,Ω +

ρ

2
‖α‖20,Ω, (3)

where w0, w1 ∈ (0, 1), and ρ is the Tikhonov regularization parameter. In order to address the

inverse problem, we constrain the class of admissible diffusion coefficients and formulate the

following regularized optimization problem.

Problem 3. Find αρ ∈ B ⊂ A such that αρ = infα∈B Jρ(α).

Theorem 4. Let B is a finite-dimensional closed convex subset of A, and let ρ > 0 be the

Tikhonov regularization parameter such that Jρ is strictly convex. Then, Problem 3 has a unique

solution αρ ∈ B, which depends continuously on all data. Moreover, αρ is characterized by

(∇uρ,r∇wρ,i −∇uρ,i∇wρ,r + ραρ, µ− αρ)0,Ω ≥ 0, ∀µ ∈ B, (4)

where wρ = wρ,r + iwρ,i ∈ V is the unique solution of the adjoint problem:−∇ · (α∇w) + b · ∇w + cw = w0 Im(u) + w1∆ Im(u) in Ω,

α
∂w

∂n
− iw = 0 on Γ,

(5)

and uρ = S(αρ) = uρ,r + iuρ,i, v ∈ V solves Problem 2 in which α is replaced by αρ.

3 Numerical Approximation

Using the classical gradient descent method with Tikhonov regularization, the reconstruction

result in Figure 1 shows the feasibility of the proposed approach with a single measurement.

The method achieves stable convergence and performs well despite the presence of measurement

noise, thanks to the regularization strategy.

図 1: Left: Reconstruction of a smooth diffusion coefficient given by α(x, y) = 1 + 0.5xy, with

initial guess α0 = 1.0, ρ = 10−9, and weights w0 = 0.5, w1 ∈ {0.1, 0.3, 0.5, 0.7, 1.0}. Middle:

The exact diffusion coefficient α. Right: Cost history for the smooth-function case.
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