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1 概要
生物系統学の研究分野では距離行列（非類似度）から系統ネットワークを作る手法が普及している．

しかし距離に基づいて推定できるのは無向グラフであるため，進化の流れや道筋を直ちに解釈できな
い．そこで近年では，無向グラフの辺を適切に向きづけして有向系統ネットワークに変換する向きづ
け問題が注目されるようになった．例えば，Huberら [1]は与えられた無向グラフが所望のクラス C

の有向系統ネットワークに向きづけをする C-Orientation問題とその問題を解く FPTアルゴリズム
を提案した．その後浦田ら [2]は，任意のクラス C に適用可能な FPTアルゴリズムを提案した．一
方で，各クラス C に対して多項式時間で解けるのか，あるいは NP困難であるのかについては，未
だ完全には解明されていない．ただし C が orchard network であるときの NP 困難性は Dempsey

ら [3]によって，また tree-based networkである場合は Huberら [1]によって証明されている．
以上の背景を踏まえ，本公演ではクラス C が tree-based networkに設定した場合の向きづけ問題

（Tree-based Orientation問題）に対して，整数計画法の定式化による実用的な解法を提案する．

2 準備
文献 [4]と同様の表記を用いる．有限集合 X を生物の現存種を表す集合とし，リーフ集合とよぶ．

また，X の要素を リーフ という．無向グラフ N が次数 2 の頂点を持たず，次数 1 の頂点集合が
X と一致するとき，N を 無向系統ネットワーク という．加えて，リーフ以外のすべての頂点の次
数が 3 のとき，N は 二分 であるという．
本研究で扱うすべての有向グラフは，非巡回なグラフ（DAG）である．X 上の（根付き）有

向系統ネットワーク N⃗ は，有向非巡回グラフのうち次の３つの条件を満たすものである：（１）
indegN⃗ (ρ) = 0かつ outdegN⃗ (ρ) = 2となる頂点 ρ ∈ V (N⃗)がただ 1つ存在し，（２）indegN⃗ (x) = 1

かつ outdegN⃗ (x) = 0 を満たす頂点 x の集合が X と一致し，（３）ρ 以外の頂点の次数は 2 ではな
い．このとき，入次数 0 の頂点 ρ を 根，入次数 1 の頂点を tree vertex，入次数が 2 以上の頂点
を reticulation とよぶ．また，根とリーフ以外のすべての頂点の次数が 3 であるとき，N⃗ は 二分
であるという．さらに reticulation を持たない有向系統ネットワークを 有向系統樹 という．
次に根付き有向系統ネットワークの一つのクラスである tree-based networkの定義を述べる．

定義 1（Tree-based network） X 上の根付き有向系統ネットワーク N⃗ が，X をリーフ集合とする
有向系統樹 T⃗base に位相同型な全域木 T⃗N⃗ を含むとき，N⃗ を tree-based network とよぶ（図 1）．こ
のとき，T⃗base をベース有向系統樹，T⃗N⃗ を有向全域系統樹とよぶ．

定義 1の言い換えとして，有向系統樹 T⃗base の tree vertex間に追加のアークを加えることで得ら
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れる有向系統ネットワーク N⃗ を tree-based networkであるといえる．
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図 1. (a) X = {x1, x2, x3, x4} 上の tree-based network N⃗．太線の矢印は X をリーフ集合とする N⃗ の有向全域系統樹
T⃗
N⃗
を示している．(b) X = {x1, x2, x3}上の tree-based networkでない有向系統ネットワーク．

3 Tree-based Orientation問題の定式化
グラフ理論の一般的な文脈では「orienting」とは，無向グラフに向きを与えて有向グラフを得る

操作を意味する．しかし本研究では，N のある１つの辺 eρ に根となる頂点 ρ を挿入して Nρ を作
る操作を N の rooting といい，N に rooting した後に Nρ の各辺に向きを割り当てる操作を N の
orienting とする．そして本公演では，以下に定義する問題を扱い，整数計画法の定式化による解法
とその計算機実験の結果を述べる．

問題 2 (Tree-based Orientation)

INPUT： 無向系統ネットワーク N

OUTPUT： N が tree-based network に向きづけ可能であるならば，N に向きづけをした
tree-based network，そうでないならば NO．
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結晶構造は、三つの単位格子ベクトル {a1,a2,a3} により定義される単位格子の中に一つ以上
の原子が配置された周期構造である。ここで、ai は三次元ベクトルである。原子座標を xi =

(xi1, xi2, xi3) として、(x1, · · · ,xn,a1,a2,a3) という無数の自由度の中から、最もエネルギーの低
いわずかな構造だけが合成できる可能性がある。量子力学では、全エネルギーはハミルトニアンの固
有値として求めることができるが、複数の粒子を含む固有値問題を解くことは実質的に不可能であ
る。近年は密度汎関数理論の発達により、高精度に全エネルギーを近似的に計算できるようになっ
たが計算コストが重く、原子数が数十になると (x1, · · · ,xn,a1,a2,a3)についてのランダム配置リ
ラックス法による結晶構造探索は実質的に不可能となる。
エネルギーは第一原理計算で求め、最適な原子配置を進化型アルゴリズムや粒子群最適化法で探索

する手法が、200GPa程の超高圧下での高温超伝導水素化物 LaH10などの予測に成功している。しか
し、依然として複雑結晶構造の予測は困難であり、近年は機械学習を用いたエネルギー計算の効率化
や期待度の高い初期構造の生成法も研究されている。また、原子が配置できる点を固定された立方体
型の単位格子の離散点に制限し、原子間相互作用を二体ポテンシャルで近似してエネルギーの最小化
問題を整数計画問題として定式化し、分枝限定法により大域最適解を決定論的に求める手法も考案さ
れている。しかし、結晶構造の対称性である 230種類の空間群を用いてバイアスをかけて初期構造を
生成することが決定的に有効であり、単位格子に 80個の原子を含むガーネット構造も様々な方法で
再現できている。無機結晶構造データベースを参照すると、現在知られている結晶構造は少数の空間
群に密集しており、高対称性で少数の原子環境から構成されているものが多いことが分かる。
数理結晶化学では、結晶構造の構成原理を定性的に説明する無機結晶化学を数学的に定式化し、数

理計画問題の最適解として結晶構造プロトタイプを形成する [1,2]。まず、化学結合を原子間距離の
不等式条件

d
(G)
ijT ≤ |xj + T − xi| ≤ D

(G)
ijT , (1)

として定義する。ただし、Gは原子間相互作用の種類（イオン結合・共有結合・金属結合など）に応
じた原子間距離拘束条件の種類であり、d(G)

ijT とD
(G)
ijT はそれぞれ最小・最大距離である。T は並進ベ

クトルであり、mi を整数として、T = m1a1 +m2a2 +m3a3 と与えられる。今後、単位格子 T に
位置する原子 j を原子 jT と表記する。無機結晶化学では、化学結合の種類に応じた原子半径の和と
して原子間距離を見積もるが、数理結晶化学ではその拡張として、原子間距離拘束条件の種類に応じ
た最小・最大半径を定義し、d(G)

ijT と D
(G)
ijT を

d
(G)
ijT = r

(G)
i + r

(G)
j , D

(G)
ijT = R

(G)
i +R

(G)
j (2)
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と定義する。また、金属間化合物やイオン結合性結晶を含め、結晶構造は原子球の充填構造という側
面を持っている。そこで、目的関数を単位格子の体積 Ωとして設定し、原子間距離の拘束条件下で
単位格子を最小化する連続最適化問題として構造最適化問題を与える。
また、配位多面体などの各原子周りの環境に対する離散的な拘束条件を課していくことで、構造最

適化問題の局所最適解数を削減して計算効率を向上させ、実現が期待できる結晶構造のみを構成す
る。実際、無機結晶化学の知見に基づくと、与えられた化学組成から、各原子が取りうる原子環境を
推定できる。例えば、イオン結合性結晶ではカチオンはアニオンに取り囲まれ、大きなカチオンほ
ど多くのアニオンとイオン結合を構成できるため、配位組成に拘束条件を課すことができる。さら
に、原子 iと原子 jT 間に、どの種類の原子間距離拘束条件が割り当てられているのかを示す離散値
n
(G)
ijT ∈ {0, 1}を導入すると、結晶構造プロトタイプを解として与える最適化問題を定式化できる。

minimize Ω

subject to (1− ε) dσ ≤ xσ ≤ (1 + ε)Dσ

dσ = max
G

[
n(G)
σ

(
r
(G)
i + r

(G)
j

)]
Dσ = min

G

[
n(G)
σ

(
R

(G)
i +R

(G)
j

)]
∑
G

n(G)
σ = 1

n(G)
σ ∈ {0, 1}

n(G)
σ ≤ Λ(G)

σ (Φ, ε)

(3)

この最適化問題を解いて結晶構造探索を実施した結果、カチオン間の最小距離を十分大きく設
定すれば、spinel, pyrochlore (α and β), pyroxene, quadruple perovskite, 銅酸化物超伝導体
YBa2Cu3O7–x, 鉄系超伝導体 LaFeAsO を唯一解として発見できることが分かった [2]。さらに、
ICSD に登録されている酸化物結晶構造が適切なパラメータを選択できれば最適解になれるかを調
査した結果、各原子に割り当てた最大最小半径を離散化したにも関わらず、最大 95%が実験構造を
保ったまま最適解になれることを確認した [2]。これらの結果は、化学組成から推定できる原子環境
への拘束条件を適切に定式化し、原子間相互作用の種類や価数に応じた原子半径を各原子に割り当て
ることができれば、第一原理計算などでエネルギーを評価することなく、結晶構造プロトタイプを数
理計画問題の最適解として探索できることを示唆している。
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1 はじめに
本研究では金融工学におけるポートフォリオ最適化問題に対して，量子アルゴリズムであるQAOA

（Quantum Approximate Optimization Algorithm）[1] を適用し，5 種類のミキサー（Standard，
XY Ring，XY Parity Ring，XY Full，QAMPA）の性能を，DAX 30の実データを用いて比較した．

2 ポートフォリオ最適化問題
本研究では，各資産が 3状態 zi ∈ {1, 0,−1}(保有・非保有・空売り)をとるモデルを採用し，制約

条件をソフト制約として導入したペナルティ付きコスト関数を定義する [2]：

F (A)(z) = q

N∑
i,j=1

σijzizj − (1− q)

N∑
i=1

µizi +A

(
N∑
i

zi −B

)2

(1)

ここで，N はポートフォリオに含まれる資産の総数，z = (z1, · · · , zN )は各資産の保有状態を表す
ベクトル，σij は資産 i, j の収益率の共分散（σii = σ2

i），µi は資産 iの期待収益率，B は資産合計に
関する制約，Aはペナルティ係数，q ∈ [0, 1]は投資家のリスク選好度を表す．

3 QAOA アルゴリズム
QAOAは，コスト演算子 ÛF (γ) = e−iγF̂ とミキサー演算子 ÛM (β) = e−iβM̂ を交互に p回作用
させる量子変分アルゴリズムである．ここで，F̂ はコスト関数に対応するハミルトニアン，M̂ はミ
キサーハミルトニアンである．初期状態 |ψ0⟩に対して，最終状態は以下のように構成される：

|ψ(γ⃗, β⃗)⟩ =
p∏

k=1

ÛM (βk)ÛF (γk)|ψ0⟩

変分パラメータ (γ⃗, β⃗)を古典的に最適化し，期待値 ⟨F̂ ⟩を最小化することで近似解を得る．
QAOAにおける標準的なミキサーである M̂X は，各量子ビットに対してパウリ X̂ 演算子を作用

させるものである．一方，XYミキサーである M̂XY は，量子ビット対 (i, j)間のスワップ操作に基
づき，制約条件を満たす部分空間内での遷移を可能にする [3]：

M̂X =
∑
i

X̂i, M̂XY =
∑

(i,j)∈SMXY

(X̂iX̂j + ŶiŶj) (2)

ここで，SMXY
は作用させる量子ビット対の集合であり，設計に応じてリング型や全結合型などが選

択される。本研究では，標準ミキサー（Standard）に加え，SMXY
の構造を変えた 4種類の XYミ

キサー（Ring, Parity Ring, Full, QAMPA[4]）を実装し，その性能を比較した．
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4 結果
資産数 N = 5，投資制約 B = 2の条件のもとで，異なるミキサーを用いた QAOAの性能を比較

した結果を図 1に示す．性能評価には，近似率 rと最適解確率 P を用いた．近似率 r ∈ [0, 1]は得ら
れた解と最適解との差を示す指標であり，1− r が 0に近いほど良好な解であることを意味する．最
適解確率 P は，測定結果の中で最適解が得られた割合を表し，その値が 1に近いほど望ましい性質
を示す．

図 1. 資産数N = 5，投資制約B = 2のもとで設定した 10種類のポートフォリオに対し，5種類のミキサーを用いたQAOA

を pを変えて実行した際の平均近似率と最適解確率を評価した結果を示す．エラーバーは標準偏差を表す．

5 結論
理想環境下では，XY Fullミキサーおよび QAMPAが平均近似率・最適解確率の両面で最も優れ

た性能を示した．なお，本稿では紙幅の都合により詳細は省略するが，depolarizing noise を考慮し
たシミュレーションも実施しており，XY系ミキサーはいずれもノイズに対して脆弱であり，性能が
大きく低下する傾向が見られた．
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