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1 概要
VIXなどの従来手法では、観測されるオプション価格からリーマン和によって数値積分を近似し、

ボラティリティ指数を算出している。[1] 本研究では、線形写像の上限（sup）が凸関数となる性質を
利用し、オプション市場の無裁定性から Bid/Ask価格帯を通過する凸関数を構成する。これにより
離散的なオプション価格を連続的に近似し、より理論的に整合的な形でボラティリティ指数を算出す
る。そして得られた指数と VIXなどの従来の指数との比較を行う。

2 研究の背景
VIXなどのボラティリティ指数は、市場が織り込む将来の価格変動リスクを示す指標である。こ
れは、満期を T とする原資産価格過程 F が連続セミマルチンゲールに従うという仮定の下で、リス
ク中立測度 Qに対して EQ[⟨logF ⟩T ]を計算することによって算出される。またこの期待値は次のよ
うに計算されることが知られている。[2]

EQ[⟨logF ⟩T ] = −2EQ[log(FT /F0)]

= 2

∫ F0

0

EQ[(K − FT )
+]

K2
dK + 2

∫ ∞

F0

EQ[(FT −K)+]

K2
dK

この積分の中の期待値はプット、コールオプションの価格と対応しているため、市場の取引価格を観
察することによって期待値の部分を求めることができる。しかし、現実の市場で取引される行使価格
は有限個しかないため、VIXなどの従来のボラティリティ指数の計算においては積分のリーマン和
での近似などによって値が算出されることがしばしばである。ただしこの計算方法ではリーマン和で
の近似によって裾の切り捨てが行われるため、その分価格変動のリスクを過小評価してしまうなどの
問題点があげられる。また上記の計算では F0 も算出する必要があるが、プットコールパリティと呼
ばれる関係式を用いれば F0 は期待値の大小関係が入れ替わる行使価格に一致することが分かり、も
しもオプション価格を R+ 上連続に構成することができれば、結局積分は次のように計算することが
できる。

EQ[⟨logF ⟩T ] =
2

D

∫ ∞

0

min{P (K), C(K)}
K2

dK

ただしここで P (K), C(K)は R+ 上に構成された満期 T、行使価格K でのプット、コールオプショ
ンの価格であり、Dは同一満期でのゼロクーポン債価格である。このように、オプション価格が得ら
れれば、求めたい期待値は簡単に計算することができる。そこで本研究ではオプション価格を R+ 上
に構成することによってボラティリティ指数を算出して，VIXなどと比較を行った．
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3 価格の構成
本研究では線形写像の上限が凸関数になるという性質を用いて Bid/Askの無裁定性から凸性など

の望ましい数学的性質を持つ価格を構成する手法を提案する．そのためにまずは必要な文字の設定を
行う。はじめに、市場で取引されるプットオプションの行使価格と、それに対応したオプションの買
値、売値をそれぞれKi, Ai, Bi (1 ≤ i ≤ N)とする。ただしデータセットは行使価格に関して昇順に
並んでいるとする。また便宜上 K0 = A0 = B0 = 0と定める。このデータセットに対して、買値同
士をつないだ直線の上限を考えることによって価格を構成しようというのが今回の構成方法の発想で
ある。そこで二つの異なる行使価格 Ki,Kj (i < j)に対して二点 (Ki, Ai), (Kj , Aj)をつないで得ら
れる直線を与える関数を fi,j とおき、fi,j のクラスとして次のように Lを定める。

L = {fi,j ; fi,j(0) < 0, fi,j(Kn) ≤ An for 1 ≤ ∀n ≤ N}

この L上での上限を考えることによって構成された価格が買値を超えないようにすることができる。
次の定理が市場の無裁定性からプットオプションの価格を構成する方法に関する結果である。

定理 1 Lが空でないと仮定して，I, J を次で定める．

I = min{i ; N ≥ ∃j ≥ i, fi,j ∈ L}, J = max{j ; j ≥ ∃i > 0, fi,j ∈ L}

さらに f0, L̃を次で定める．

f0(K) =

(
min
1≤i<I

AI −Bi

KI −Ki

)
(K −KI) +AI (I ≥ 2)

L̃ =

{
L ∪ {0} I = 1 or f ′

0 > minf∈L f ′,

L ∪ {f0, 0} otherwise.

このとき J = N であり，p = supf∈L̃ f によって定められる pは以下を満たす非減少凸関数である．
p(0) = 0

Bn ≤ p(Kn) ≤ An for all n ∈ {1, · · · , N}∫ x

0
p(K)/K2 dK < ∞ for all x > 0

ここではプットオプションの価格の構成に関して扱ったが、コールオプションに関してもほとんど
同様の方法によって価格を構成することができる。最後に本研究は大阪大学基礎工学研究科の深澤正
彰教授との共同研究である。

参考文献
[1] Cboe Global Markets, Cboe Volatility Index Methodology, Version 3, February 10, 2025.

[2] Carr, P., and Madan, D. (1998). Towards a Theory of Volatility Trading. In Volatility:

New Estimation Techniques for Pricing Derivatives, edited by R. Jarrow, pp. 417-427.
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1. 概要
ラフ・ボラティリティ・モデルは、ボラティリティの時間発展を、従来のブラウン運動モデルより

サンプル・パスが荒い（低ヘルダー連続性）確率過程で記述するモデルである。代表例として、ラフ・
ベルゴミ・モデル [1]のほか、リーマン・リュービル型の確率積分を用いたモデルが知られている：{

dSt =
√
VtSt

(
ρ dWt +

√
1− ρ2 dBt

)
, S0 = s0,

Vt = V0 +
∫ t

0
GH(t− s)b (Vs) ds+

∫ t

0
GH(t− s)σ (Vs) dWs,

(1)

ここで積分核 GH(t)は、たとえば、GH(t) =
∫∞
0

e−ρtcHρ−H−1/2 dρ などが用いられる。
これらのモデルは、実市場データの特性（デリバティブ市場や高頻度データにおける実現ボラティ

リテなど）を整合的に表現できること（[2]など）や、特定の挙動（インプライド・ボラティリティの
形状）を示すデリバティブ市場で無裁定条件を保って価格付けをするために必要であること（[3]）か
ら、近年の数理ファイナンス分野で大きな注目を集めている。しかし、このモデルはマルコフ性を持
たないため、期待値 E [f(ST , VT )]などの計算が困難であり、実務適用上の障壁となっている。
この困難を解決するため、様々な数値的手法が提案されているが、その中でも、マルコフ近似（[4] [5]）
は有力な枠組みとして注目されている。この枠組みでは、GH(t) ≈ ĜN (t) =

∑N
i=1 γie

−ρit と、積分核
を離散近似し、方程式 (1)を有限次元のマルコフ型確率微分方程式（SDE）系に変換し、その解

(
Ŝt, V̂t

)
を用いて、E [f(ST , VT )] ≈ Ê

[
f(Ŝ

(N)
T , V̂

(N)
T )

]
と、近似計算する。Ê

[
f(Ŝ

(N)
T , V̂

(N)
T )

]
の近似計算

は、時間分割 0 = t0 < · · · < tn = T 上で離散近似手法を用いて確率変数
{
˜̂
S
(N,n)
ti ,

˜̂
V

(N,n)
ti

}
i=0,...,n

を生成し、Ê
[
f
(
Ŝ
(N)
T , V̂

(N)
T

)]
≈ ˜̂

E
[
f
(
˜̂
S
(N,n)
tn ,

˜̂
V

(N,n)
tn

)]
と近似されることが多い。

2. 結果
本研究では、上記のマルコフ近似の枠組みで現れる、確率微分方程式

(
Ŝt, V̂t

)
のベクト

ル場を適切に分割した上で、二宮–ビクター型の作用素分解による高次離散近似（楠岡近
似、[6, 7]）を用いる数値手法を提案し、理論的な誤差評価と数値実験による検証を行っ
た。その結果、マルコフ近似の誤差

∣∣∣E [f(ST , VT )]− Ê
[
f(ŜT , V̂T )

]∣∣∣ と、SDE の近似誤差∣∣∣Ê [
f
(
Ŝ
(N)
T , V̂

(N)
T

)]
− ˜̂

E
[
f
(
˜̂
S
(N,n)
tn ,

˜̂
V

(N,n)
tn

)]∣∣∣ には、相反関係（トレードオフ）があることが、
誤差評価・数値計算の両面から明らかとなり、実用に耐えうる数値計算の精度を得るためには、数値
計算上の設定を適切に行うことが重要であることがわかった。
マルコフ近似と高次離散近似の併用は先行研究 [8], [9] でも検討されているが、本研究では以下の

日本応用数理学会 2025年度 年会 講演予稿集 (2025-09-02/04) Copyright (C) 2025 一般社団法人日本応用数理学会

1F-1-2　[研究部会主催OS] 数理ファイナンス(1)



点において新たな貢献がある。第一に、楠岡近似の枠組みを用いることで、ペイオフ関数 f が滑ら
かでなく、かつ ST に依存する場合でも誤差評価を厳密に行うことができる点である。さらには、二
宮–ビクター型の作用素分解を用いることで、 ˜̂

V
(N,n)
ti の正値条件を明示でき、リチャードソン型の外

挿法により任意の次数の離散近似が実現できる。第二に、誤差解析において以下の評価式を得た：∣∣∣[f (ST , VT )]− ˜̂
E
[
f
(
˜̂
S
(N,n)
tn ,

˜̂
V

(N,n)
tn

)]∣∣∣ (2)

≤ C1(f) exp
(
− α

√
HN

)︸ ︷︷ ︸
マルコフ近似の誤差

∣∣∣E[f(ST ,VT )]−Ê
[
f(Ŝ

(N)
T ,V̂

(N)
T )

]∣∣∣
+ C2(f)

(
max

1≤i≤N
ρi

)κ+1

(ĜN (0))2(κ+1)n−κ︸ ︷︷ ︸
SDE の近似誤差

∣∣∣Ê[
f
(
Ŝ

(N)
T , V̂

(N)
T

)]
− ˜̂
E
[
f
(
˜̂
S

(N,n)
tn

,
˜̂
V

(N,n)
tn

)]∣∣∣
ここで、κは SDEの離散近似の次数である。max1≤i≤N ρi と ĜN (0)は、マルコフ近似の積分核の
離散化にも依るが、通常N について増大する。そのため、(2)より、N を大きくすればマルコフ近似
の誤差は減少するが、SDEの近似が増大することが分かる。さらには、準モンテカルロ法を用いる
場合、N が大きくなると積分次元が大きくなるため誤差が増大することが知られている。すなわち、
N を大きくすると、マルコフ近似の誤差は小さくなる一方で、SDEの近似誤差は大きくなる。これ
らを定量的に制御するために、N を nの関数として選ぶことが有効であり、とくに

N = O(log n) (3)

と選べば、(2)の誤差が、時間分割数 nに関して O(n−κ+ε)と高次に抑えることが可能となる。第三
に、数値検証により、実用上要求される精度に応じた N と nの設定が重要であることが分かった。
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1 Abstract

I will present a modified Fourier method, termed the Positive Definite Fourier (PDF) method,

for estimating the spot volatility matrix process from high-frequency financial data. The primary

contributions of this work are the introduction of the PDF method and the proof of its consis-

tency. This addresses significant challenges in volatility estimation, namely high computational

costs and accuracy issues.

2 Introduction

We consider a d-dimensional Itô-type semi-martingaleX on a probability space (Ω,F , {Ft}t≤T , P ).

For j = 1, . . . , d, the process is defined as:

Xj
t = xj

0 +
d∑

k=1

∫ t

0

σjk(s)dW
k
s +

∫ t

0

bj(s)ds, t ∈ [0, T ]

where W is a d-dimensional Brownian motion, and bj and σjk are adapted processes. Our

objective is to construct an estimator for the spot volatility matrix Σ(t) = (σjj′(t)), where

σjj′(t) =
∑d

k=1 σjk(t)σj′k(t), using discrete observations {Xtk}nk=1.

A foundational approach is the Malliavin-Mancino (MM) method [2], which is robust to market

microstructure noise. However, the resulting estimator matrix, (σ̂2
F )jl, is not guaranteed to be

symmetric. This implies its eigenvalues may not be positive real numbers, which is a significant

drawback.

3 The PDF Method

To overcome the limitations of the MM estimator, Akahori, et al. [1] introduced a modification

known as the PDF method. This estimator is designed to be always positive (semi) definite.

The PDF estimator is defined for t ∈ (0, 2π):

(σ̂2
P )jl(t) :=

1

2π(2N + 1)

∑
1≤j′≤nj ,1≤l′≤nj′

DN,M (t− tj′ , t− tl′)∆Xj
j′∆Xj′

l′

where DN,M is a kernel constructed from the Dirichlet kernel DN (x) =
∑N

k=−N eikx and a

probability measure µM :

DN,M (u, v) :=

∫
R
DN (u+ y)DN (v + y)µM (dy).
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4 Consistency of the Estimator

A core result of our research is the proof of consistency for the PDF estimator. We analyze

the expected supremum error, which can be bounded by three main terms, I, II, III :

E

[
sup

t∈[ϵ,2π−ϵ]

|(σ̂2
P )jl(t)− σjl(t)|

]
≤ I + II + III

These terms represent the error from the estimator’s structure, a stochastic error component,

and an approximation error for the volatility function, respectively. Each term is bounded as

follows:

I ≤ 2πCV,b,1Nρ(2 +Nρ)
∑

|k|≤2N

(
1− |k|

2N + 1

)
|(FµM )(k)|

II ≤ CV,b,2(2N + 1)−
1
2

∑
|k|≤2N

|(FµM )(k)|
(
1− |k|

2N + 1

) 1
2

III ≤ ω0(δ) +
CV,3

(2N + 1)(δ − δ′)
+ CV,4(2N + 1)µM (R\(−δ′, δ′))

By controlling the parameters N,M, ρ, δ, δ′, we can show that the total error converges to zero,

thus proving consistency.

参考文献
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