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1 概要
数理ファイナンスにおいて，現実の市場におけるインプライド・ボラティリティ (IV)の挙動を捉
えるモデルの探求は重要なトピックである．よく知られた事実 (例えば，[1])として，アット・ザ・マ
ネー (ATM)における IVスキューのべき乗則があり，この現象を表現できる数学的概念の 1つとし
て安定過程などが持つ α-stable jumpsが注目されている (例えば，[2])．
本研究 [3] は，先行研究のようにモデルを固定して短時間漸近挙動を見るのではなく，α-stable

jumps を持ちかつ Black-Scholes モデルに収束するような摂動モデルを定義し，その摂動モデルの
ATM IV スキューを Black-Scholes モデルを中心として漸近展開することを考える．そうすること
で，α-stable jumpsが IVスキューに与える影響を満期全体で取り出すことを考える．
また，そのような摂動モデルを定義するために，安定過程を一般化した確率過程であるGeneralized

Tempered Stable (GTS) 過程の極限定理を証明する．GTS 過程が Brown 運動に収束するように
Lévy測度を適切にスケーリングし，同時に二次変分が退化しないように二次変分を適切に正規化し，
安定指数 α ↑ 2のときのそれらの同時分布の極限分布を求める．安定指数 αを 2に近付けるのは，安
定過程が α = 2のときは Brown運動であることと対応している．

2 Generalized Tempered Stable 過程とその二次変分の極限分布
GTS過程は以下のように定義される．

定義 1（GTS過程） X を triplet (m,V, ν)を持つ Rd-値の Lévy過程とする．次の条件を満たすと
き，X は (m,α, ρ, q)を持つ GTS過程と呼ぶ :

V = 0 かつ ν(B) =

∫
S

ρ(dξ)

∫ ∞

0

1B(rξ)
q(r, ξ)

rα+1
dr, B ∈ B(Rd \ {0})

が成立する．ここで，α ∈ (0, 2)，ρ は単位球面 S = {ξ ∈ Rd | |ξ| = 1} 上の有限測度，
q : (0,∞) × S → [0,∞) は可測関数であり，ある ρ-可積分関数 p : S → [0,∞) が存在して∫
S
|q(r, ξ)− p(ξ)| ρ(dξ) −→ 0 (r ↓ 0) を満たす．

(e.g.) 例えば，q が一定ならば安定過程になる．
Lévy測度に (2− α)のスケーリングを施した GTS過程をXα とし，二次変分 [Xα]を適切に正規

化した確率過程を Y α とすると，以下のような極限定理が示せる．

定理 2 Rd × Rd×d-値の Lévy 過程 (X,Y ) は，時刻 t = 1 において次のような特性関数を持つと
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する：

φ(z, U) = exp
{
i⟨z,m⟩ − 1

2 ⟨z,Σz⟩
}

× exp
{∫

S

(
−π

2

∣∣⟨ξ, Uξ⟩
∣∣− i ⟨ξ, Uξ⟩ log

∣∣⟨ξ, Uξ⟩
∣∣+ i γ ⟨ξ, Uξ⟩

)
q(0+, ξ) ρ(dξ)

}
ここで z ∈ Rd, U ∈ Rd×d は任意であり，Σ, γ は定数である．このとき，α ↑ 2 において

(Xα, Y α)
d−→ (X,Y )

が Skorokhod空間 D(Rd × Rd×d)上の分布収束として成り立つ．

3 摂動モデルとしてのATM IVスキューの漸近展開
(2 − α) のスケーリングを施した Lévy 測度 να と補正したドリフト mα を持つ 1 次元 GTS 過程
を Xα とし，摂動モデル Sα := exp(Xα)を定義する．定理 2より，α ↑ 2のとき摂動モデル Sα は
Black-Scholes モデルに収束することが示せる．このとき，以下のような ATM IV スキューの漸近
展開が求まる．

定理 3 α ↑ 2のとき，ATM IVスキューは以下のような展開を持つ:

∂K σ̂(t,K, α)|K=1 = (2− α)AATM(t) + o(2− α). (1)

ただし，Acall(t, 1)と Adig(t, 1)は tに関する関数であり，

AATM(t) := − 1√
t
·
(√

π

2
·Acall(t, 1) +

√
2πeΣt/8 ·Adig(t, 1)

)
. (2)

また，単純な仮定での AATM(t)の数値計算を行い，実際にべき乗則が観測されることを確認した．
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1  概要 

先行研究[1]と[2]では、生命保険における不均一経済主体のリスクモデルモデルが提起され

ている。 本講演では、このフレームワークを長期の限度額タイプの無担保ローンにおける信

用リスクモデルに応用する。 

本講演では、当該フレームワークを、長期・限度額タイプの無担保ローンにおける信用リス

クモデルへ応用する手法について論じる。

2  研究の背景 

近年、キャッシュレス化の拡大とともに、限度額タイプの商品が普及している。限度額タイ

プの審査においては、現状、限度額の決定方法に関して標準化された枠組みが存在しない。

限度額の設定は、貸し手である金融機関のリスクアペタイトや債務者の属性によって大きく

異なり、多くはスコアリングモデルや決定木を用いて過去の貸倒事例等から確率的でデフォ

ルトリスク見積もることが多い。

本研究では、貸し手である金融機関のリスクと収入を確率的に定義し、収益を期待値として

計算する。 

具体的には、借手が実際に希望する資金量を「拡散過程」としてモデル化し、その時間発展

を確率的に記述し、貸し手である金融機関の「収入－コスト＝０」となるブレイクイーブン・

ポイントとなる限度額を導出する。 
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1 カウンターパーティリスクと当初証拠金
本研究は, 変動証拠金 (VM) および当初証拠金 (IM) を授受する店頭デリバティブ取引について,

カウンターパーティ (CP)の破綻が金融市場に影響を与えると仮定した場合におけるカウンターパー
ティリスク (CPR)への影響を計量するものである.

まず, (Ω,F ,P)を確率空間とする. ここでは Pを実確率測度と定義し, そのうえでデリバティブ取
引の価値を V , CPの破綻時刻を示す停止時刻を τ で与える.

仮に, CP が t 時点で破綻しても, 清算までの間, デリバティブ取引の価値 V は変動することにな
る. そこで, 本研究では清算時点を t + δ∗ で与え, t時点のエクスポージャーとして V から破綻直前
の VM(= V )および IMを減じた正のエクスポージャー (PE)として表現する.

PE(t) = (V (t+ δ∗)− V (t−)− IM(t−))
+
∣∣∣
τ=t

.

IMの保全対象は破綻から清算までの時間における価値変化であるが, これは t−時点では確率変数
となっている. 規制は IMにその確率変動の 99%を保全するように要求しているが, その具体的な計
算には評価モデルの特定やパラメータの推定が必要である. しかし, これらは金融機関の経営方針や
学術研究の進捗により異なることから, 規制は画一的な算定方法の提示は避けている.

そのため, 実務的には ISDA SIMM [1]という業界統一の簡易計算方式により計算されている.

また, CPR 指標として Kitani and Nakagawa [2] が定義した証拠金保全比率 (Mratio) および
Gregory [3] が定義する潜在的将来エクスポージャー (PFE)を導入する.

Mratio(t) = P (PE(t) = 0|Ft−) , PFE(t) = ess.inf
{
y ∈ R

∣∣ P (PE(t) ≥ y | Ft−) ≤ 0.01
}
.

2 CPの破綻と金融市場
本研究では, V は原資産価格 X とそのボラティリティ σ で算定できるものし, CP破綻の影響を除

いたこれらの変動にかかる情報をフィルトレーション (Ft)t∈[0,∞) で与える.

そして, ISDA SIMM [1]を参考に, CPの破綻が金融市場に与える影響をデリバティブ取引のリス
クファクターのジャンプと捉え, その組を Ft とは独立の確率変数 J = (JX , Jσ)で与える.

X(τ) = X(τ−) + JX , σ(τ) = σ(τ−) + Jσ.

また, 本研究では PEを ISDA SIMMの基本要素にあたるデルタ (D), ベガ (V), カーベチャー (C)
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とジャンプ (J)の 4つの要素 PEf に分解し, PFEの要因分解を実施した.

PE(t) = (AD(t−, J)ZX +AV (t−, J)Zσ +AC(t−, J) +AJ(t−, J))
+
∣∣∣
τ=t

,

f ∈ {D,V,C, J}, PFEf (t) = E
[
PEf (t)

∣∣∣ PE(t) = PFE(t)
]
.

3 SABRモデルによるスワップションの評価
本研究では標準的なスワップション (ヨーロピアンオプション)について, Hagan et al. [4]が提唱

する SABR モデルで評価した際の CPR 指標を算定する. このモデルではヨーロピアンオプション
の価格にかかる近似解が知られており, 上述の CPR指標の導出が容易になっている.

CP破綻によるジャンプ J は 4つのシナリオを用意した.

図 1. PFE(右軸)とMratio(左軸), 単位: %.

図 1より, ジャンプが発生しないシナリオ (No jump)においてはMratioが 99%近傍で推移して
おり, IMが規制要件を満たすことを確認できた. しかし, それ以外のシナリオではMratioは 99%を
下回り, 規制要件を満たしていないことが示唆された. 特に, J が確率変数であるシナリオ (2steps・
Stochastic)については, ジャンプを要因として PFEが増大することがわかる.

この結果から, ジャンプを正確に把握することが CPR管理に重要であることがわかった.
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