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■概要 折紙構造はその折り畳みパターンによって機能をプログラム可能とし工学応用が期待され
る．キネマティクスを利用した特異な波動現象や，格子の変化による調整可能性が挙げられ，ミウラ
折りに代表される折紙テッセレーションが，弾性波 [1]や音波 [2]のバンド構造の変化を引き起こす
ために用いられている．一方で，一般的な剛体折紙では，均一な収縮や膨張がテッセレーション構造
中で生成されるが，収縮と膨張が混在するようなテッセレーション構造を用いて引き起こされるバン
ド構造の変化を議論した研究例は，著者らの知る限り存在しない．本講演では，断面配向が直交する
折紙チューブを交互に連結するミウラ折チューブ [3]によって生成される折り畳みと展開が結合する
ミウラ折りのキネマティクスについて解説し，折紙チューブ自体を伝わる弾性波がキネマティクスと
カップリングすることで発生する現象のほか，折紙チューブの内部空間に伝わる音波のトポロジカル
状態の転移現象についても報告する.

■折り畳みと展開の結合 断面配向が直交する折紙チューブを交互に連結するミウラ折チューブによ
り，展開（チューブの伸長）と折り畳み（チューブの収縮）が連動するキネマティクス（図 1）を生
成することができる．このキネマティクスは，ふたつのミウラ折チューブがチューブの軸まわりに回
転して角度 φを共有して連結することで，チューブの伸長/収縮が打ち消しあう運動が生じる．共有
される断面の角度 φは，[90◦ − αr, αnr]の範囲で制限され，ここで，αr と αnr はそれぞれ，回転し
たミウラ折チューブと回転していないミウラ折チューブの平行四辺形の内角である．

■バンド構造 前節で導入したシステムを用いた折り変形によるバンド構造変化の一例として，
チューブ内の音波に関するの結果を図 2に示す．この例では，青いチューブと赤いチューブの長さの
比を 1:2に設定している．まず，φ = 36◦ のときには，長いミウラ折りのチューブが折り畳まれてお
り，約 40Hzに大きなバンドギャップが開く．φの増加にともない，長いチューブが展開され，短い
チューブが折り畳まれると，バンドギャップの幅が小さくなり，約 φ = 50◦ でギャップが閉じる．さ
らに φを増加させると，φ = 54◦ では，長いチューブが完全に展開され，短いチューブが折り畳まれ
て再度ギャップが開く．図 2の下部に，ギャップの上下端のモードを示すとおり，折り畳みの過程で
偶モードと奇モードが反転しており，音響系のバンド反転 [4]が折り畳みによって誘発されている．
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図 1. 断面配向が直交するミウラ折チューブの形状と変形
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図 2. ミウラ折りの辺長の比が 1:2の系における変形が誘発するバンド図の変化
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1 概要
曲線の変形を記述する幾何学的発展方程式（幾何学流）は様々な分野で広く研究されている．その

中でも曲線の長さを減らす効果を伴う勾配流として得られる幾何学流は多くあり，例えば二階放物型
方程式である曲線短縮流 (curve shortening flow) を始め，表面拡散流（surface diffusion flow）や
弾性流 (elastic flow) などの高階放物型方程式もよく知られている．勾配流として得られる方程式の
解の時間大域挙動の解析には，付随するエネルギー等式がしばしば重要な役割を果たす．
しかしながら，上記の幾何学流の方程式を，例えば R 上のグラフ曲線のように無限に長い曲線に

ついて考える場合，当然長さ汎関数の値は無限大となるため，通常の意味のエネルギー等式は破綻す
る．もちろん放物型方程式の解であることに変わりはないので，局所解の構成や小さい初期値からの
大域解の解析を行うことは可能である．また，平面内の曲線短縮流であれば，最大値原理を用いて解
の漸近挙動の解析が可能であることも知られている [1]．一方で，空間曲線の場合や高階の方程式に
ついては，種々の最大値原理が破綻することもあり，無限に長い曲線の解の時間大域挙動の解析には
基本的な道具が欠如しているという状況であった．
ここで今回の研究 [2] の主結果の概略を述べる．Rn 内の曲線 γ に対する長さ汎関数 L[γ] :=

∫
γ
ds

に対応する新しいエネルギーとして，単位ベクトル e1 ∈ Rn を基準とした方向エネルギー

D[γ] :=
1

2

∫
γ

|∂sγ − e1|2ds

を定める．すぐにわかる通り，もし L[γ] = ∞ であっても，γ の接方向が無限遠で e1 に十分近ければ
D[γ] < ∞ となる．例えば滑らかな関数 u : R → R が u(x) = (1+ x2)

1
4−ε のように u′ ∈ L2 ∩L∞

を満たすならば，u のグラフ曲線は有限の方向エネルギーを持つ．更に，最も重要な観察として，L

と D は実は modulo null Lagrangian で等号が成り立つ (cf. [3]) ため，標語的に述べると，

長さ汎関数と方向エネルギーは同じ勾配流を定める

という命題が一般に成立する．これにより「長さ汎関数によるエネルギー等式を用いた解析を，方向
エネルギー有限の範囲で無限長曲線にも拡張可能とした」というのが我々の主結果の概略である．
以下では曲線短縮流と弾性流に焦点を当て，具体的にどのような帰結が得られるかを紹介する．

2 曲線短縮流
滑らかなはめ込み曲線の one-parameter family γ = γ(x, t) : I × [0, T ) → Rn（ただし n ≥ 2，I

は S1 または区間）が次の方程式を満たすとき，曲線短縮流であるという．
∂tγ = κ. (CSF)

ここで κ := ∂2
sγ は曲率ベクトルである．この方程式は長さ汎関数 L の L2-勾配流として得

られることが知られており，特に I がコンパクトかつ適切な境界条件の下では L[γ(·, t2)] =
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L[γ(·, t1)] −
∫ t2
t1

∫
γ(·,t) |κ|

2dsdt というエネルギー等式が成り立つことが知られている．よって特に
T = ∞ の場合は limt→∞

∫
γ(·,t) |κ|

2ds = 0 が導かれ，極限が線分になることが従う [1]．このような
証明の手法を D を用いて無限長の場合にも拡張したのが我々の主定理の一つである．
以下では I = R とし，supR |∂m

x γ0| < ∞ (m ≥ 1) かつ infR |∂xγ0| > 0 とする．

定理 1（[2]） 初期曲線 γ0 : R → Rn が D[γ0] < ∞ を満たすならば，γ(·, 0) = γ0 となる曲線短縮
流 (CSF) の一意解 γ : R× [0, T ) → Rn について次のエネルギー等式が成り立つ：

D[γ(·, t2)] = D[γ(·, t1)]−
∫ t2

t1

∫
γ(·,t)

|κ|2dsdt (0 ≤ t1 < t2 < T ).

また，もし T = ∞（大域解）ならば，解は t → ∞ で直線に（適当な意味で）収束する．

上記の定理は平面曲線に限っても [1] の直線への収束の結果の拡張になっており，空間曲線の場合
は新しい結果である．ちなみに一般には T < ∞ もありえるが，T = ∞ の十分条件も知られている．

3 弾性流
弾性流とは，曲げエネルギー B[γ] := 1

2

∫
γ
|κ|2ds と長さ L の和として定まる弾性エネルギー

B + L の L2-勾配流として得られる次の方程式の解のことである．

∂tγ = −∇2
sκ− 1

2
|κ|2κ+ κ. (EF)

有限長曲線の場合の弾性流は非常に良く研究されており，特に勾配流の構造から B が常に有界な
ので，多くの場合に解の大域存在が成り立つ．一方で，無限長曲線の場合は B + L = ∞ となり
勾配流構造が破綻するため，ほとんど研究がなされていなかった．著者の知る唯一の先行研究は
Novaga–Okabe [4] によるもので，有限長の解の境界条件を無限遠に飛ばした極限として無限長の時
間大域解を構成する手法であり，極めて先駆的ではあるものの，解の一意性など基本的な未解決問題
が数多く残されていた．本研究では方向エネルギーを用いるアイデアを出発点とし，無限長版のエネ
ルギー法の理論を確立することで，時間大域解の一意存在など種々の未解決問題の解決に成功した．

定理 2（[2]） 初期曲線 γ0 : R → Rn が B[γ0] +D[γ0] < ∞ を満たすならば，γ(·, 0) = γ0 となる
弾性流 (EF) の一意大域解 γ : R × [0,∞) → Rn が存在し，更に “所望のエネルギー等式” が成り
立つ．また解は t → ∞ で直線もしくはボーダーラインエラスティカに（適当な意味で）収束する．
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トポロジー最適化の骨形態学への応用：魚類椎骨の研究を例と
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1  概要 

トポロジー最適化は、構造最適化手法の一種であり、特定の制約のもと目的関数を

最大化または最小化するために最適な材料分布を求める[1]。本手法では設計領域を微
細要素に細分化し、各要素の材料密度を求めることから、従来構築されてきた構造最

適化手法である寸法最適化や形状最適化に比べて、生成できる構造の自由度が高く、

複雑な曲線を含む有機的な構造の設計が可能である。この特徴から、トポロジー最適

化は、建造物や工業部品の設計への活用が多数提案されている。

トポロジー最適化は設計工学の分野での活用が著しいが、生物学の分野でも骨を対

象として形態の再現に用いられてきた。骨の形態再現においては、「骨の形態は骨に

加わる荷重に適応して作られる」という仮定（Wolffの法則[2]）のもと、構造の剛性
を最大化する最適化問題をトポロジー最適化で解くことにより構造を生成している。

従来の再現対象は、骨の内部に見られる海綿骨の網目構造が主だった[3]。一方で、生
物の骨格を決定する骨の外形は再現されていなかった。

筆者らは骨の外形も荷重に適応すると仮定し、これまで魚類の椎骨を対象としてト

ポロジー最適化による形態の再現を試みてきた。魚類の椎骨は種間で形態が多様であ

り[4]、それらの形態は魚種ごとに異なる遊泳法と関連していることが示唆されてい
た。筆者らは、魚類の椎骨の形態が遊泳によって異なる荷重に適応して形成されると

仮定し、魚類椎骨を模倣した設計領域において剛性最大化問題をトポロジー最適化で

解き最適構造を生成する、という計算機実験を行った。その結果、遊泳によって発生

するであろう圧縮荷重を椎骨に加えることで、魚類の椎骨に似た形態を生成すること

ができた[5]（図 1）。また、荷重条件を変えることで多様な椎骨の形態的特徴を再現
できた。これらの結果から、トポロジー最適化が骨の外形の形態再現シミュレーショ

ンにも利用できることを示した。

筆者らは現在、トポロジー最適化を用いた計算機実験の結果をもとに、魚類椎骨の

形態形成に関わる細胞挙動を調べている。トポロジー最適化は剛性最大化問題を解く

ために、応力・歪みの大小に応じて材料の付加・削減を調節している。この操作は、

骨を形成する骨芽細胞と破骨細胞の活動に極めてよく似ている。実際に、トポロジー

最適化で材料の付加または削減の起こる領域に、骨芽細胞と破骨細胞の局在が観察さ

れた[6]。細胞分布の観察と、荷重およびその応答機構を撹乱する実験を進めることで、
魚類椎骨の荷重に適応した形態形成メカニズムを明らかにできると予想している。上
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記の研究を本講演で紹介することにより、トポロジー最適化を基軸として形態学的研

究が展開できる可能性を伝えたい。 
 

 
図 1 トポロジー最適化を用いた魚類椎骨の再現。左から、マダイ椎骨の CT 撮影像、

マダイ椎骨の横断面、脊椎の曲げに基づいた椎骨への圧縮荷重（最適化では右半分に

も同様の荷重を付加）、同荷重条件下でのトポロジー最適化の結果、計算結果の断面

（参考文献[5]より改変）。 
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1  概要 

皮膚は生物の表面を覆う臓器であり，生体を保持するために外界との境界の役割を果たす．

皮膚を断面で観ると，外界側から順に表皮，真皮，皮下組織の三層構造をなしている．表皮

の最外層には角質細胞からなる角層が存在し，外界から生体を防御する重要な役割を果たし

ている．真皮には膠原繊維（コラーゲン）や弾性繊維といった支持組織や，汗を分泌する汗

腺，皮脂を分泌する脂腺，毛を包み込み支える毛包といった付属器が存在する．毛包は円筒

状の構造をしており，生命の発生期において，平坦な形状をしたシート状の生体の表面に毛

包が形成されるには，シート状の表面が体内側に陥没した形状を取る必要がある．Morita ら

は毛包が形成される予定領域に同心円状の遺伝子発現パターンが出現し，これが体内側に望

遠鏡を伸ばすようにして陥入することで毛包を形成することを，時空間的な解析によって明

らかにした[1]．表皮と真皮の間には基底膜と呼ばれるシート状の構造物が存在する．基底膜

は IV 型コラーゲンやラミニンといった数種の高分子がネットワーク状に結合することで形

成されている．Wuergezhen らは毛包の形態形成時での基底膜のダイナミクスを観察した．基

底膜の分解阻害剤を加えたマウスでは，筒状の毛包の形成は実現されず，袋状に膨らんだ形

状になることを観察し，このことから毛包形成時には高分子ネットワークからなる基底膜は

分解と生成を繰り返すことで伸張していることを示唆する観察結果を得ている[2]． 

我々の研究グループではこれまで皮膚の恒常性を記述する数理モデルの構築に取り組んで

きた．Ohno らは表皮構造を再現する数理モデルを構築した[3]．この数理モデルは細胞を大き

さのある粒子で近似し，各粒子がその位置における脂質やカルシウムイオンなどの濃度の代

表値を保持しながら表皮における化学物質のダイナミクスを表現する．また，細胞同士は排

除体積による斥力と細胞接着などによる引力からなる力学的な相互作用をすることで全体と

しての皮膚の構造を表現するエージェントベースのモデルとなっている．他にエージェント

ベースの数理モデルを用いた数値実験系の先行研究として，Sütterlin らによる角層バリア

機能の評価[4]や Miller らによる皮膚疾患の数値実験系[5]などがある． 

本講演では Ohno らのモデルを基に，発生期の毛包の形態形成における，平坦に細胞が並ん

だ 2 次元シート状の構造から円筒状の 3 次元構造を実現する条件を提示することを目指した
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研究成果[6]を報告する．ここでは Morita らの実験において毛包の予定領域直下の真皮層に

線維芽細胞が凝集していることに注目し，線維芽細胞を起源として細胞の細胞分裂周期や真

皮や基底膜といった構造物の力学的な物性値を変化させる化学物質が拡散されていると仮定

した．これらの仮定の下で円筒状の陥入現象を実現することに成功した．また，毛包の形態

形成のために構築した数理モデルに対して，パラメタの変更などの僅かな変更を加えること

により，他の皮膚付属器で分枝状の陥入を起こす乳腺や，鳥の毛包のように陥入せずに盛り

上がる形状を実現する可能性について得られる示唆も紹介する． 
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