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1 背景
大規模言語モデルに代表される，近年の機械学習手法の急速な発展は社会に大きな影響を与え

ている．このような研究は，物理モデリング・シミュレーションに対しても同様に応用されてお
り，Scientific Machine Learning(SciML) などと呼ばれている．科学への機械学習の応用は AI for

Science などと呼ばれることもある．SciML は主に科学技術計算と機械学習の融合研究として進め
られてきたため AI for Science とは，少し目的が異なっている場合もあるが，最近では，これらの
研究の差は少なくなってきている．SciMLは，主に，物理シミュレーションを加速するための方法，
物理モデリングのための方法，これらのアプローチに物理学の知識を活用する方法などの開発を目的
とする．これらにより，物理シミュレーションの大幅な加速や，方程式が未知の現象のシミュレー
ションなどが可能となってきている．本発表では，このような研究における最近の研究のうち，特に
Kolmogorov–Arnold ネットワークや，その Physics-Informed Neural Networksへの応用などにつ
いて説明する．

2 Kolmogorov–Arnoldネットワーク
Kolmogorov–Arnoldネットワーク [1]は，Kolmogorov–Arnoldの表現定理に基づく，新しいネッ

トワーク構造である．従来の多層パーセプトロンと同様に，連続関数に対する普遍近似性をもってお
り，多層パーセプトロンと同様に利用することができる．多層パーセプトロンと大きく異なる点は，
多層パーセプトロンでは行列やベクトルの値をデータに対して学習するのに対し，活性化関数を定め
るためのパラメータを学習するという点である．また，Kolmogorov–Arnoldネットワークのもう一
つの特徴は，多層パーセプトロンに比べて解釈性が高いことである．以下，これについて，より詳細
に説明する．
Kolmogorov–Arnold ネットワークは，Kolmogorov–Arnold の表現定理や，それに関連した類

似の定理に基づく．最も代表的な Kolmogorov–Arnold の表現定理では，任意の多変数連続関数
f : [0, 1]n → R が

f(x1, . . . , xn) =
2n+1∑
j=1

ψj

(
n∑

k=1

ϕj,k(xk)

)

という形に表せることが示される．ただし，ϕj,k : R → R と ψj : R → R は，すべて単変数の関数で
ある．これは，ヒルベルトの第 13問題に関連したものであり，与えられた実数値多変数関数を，実
数値単変数の合成で表すことができるか，という問いに対する一つの答えを与えたものである．
Kolmogorov–Arnold ネットワークは，このような定理に基づくモデルであり，上の式の ϕj,k や
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ψj をデータに合うように推定する．これらの関数は，普通のニューラルネットワークにおける活性
化関数に相当すると考えることができ，Kolmogorov–Arnoldネットワークでは，これらをパラメタ
ライズされた関数でモデル化し，データに合うように学習する．具体的には，スプライン関数などが
利用されることが多い．この方法では，多変数関数を，単変数関数の合成で近似しようとするが，単
変数関数は，グラフをかいて可視化したり，多項式などで近似したりすることが簡単である．そのた
め，従来法に比べて，高い解釈性をもつ．また，本質的に単変数関数を学習すれば良いため，次元の
呪いの影響を受けない可能性があると期待されている．一方，実装が複雑になりやすく，GPUを利
用した並列化がききにくいこともある．そのような場合は，普通の多層パーセプトロンに比べて計算
時間が長くなってしまうことがあるために，注意が必要である．

3 Physics-Informed Neural Networksへの応用
Physics-Informed Neural Networksは，偏微分方程式とニューラルネットワークを組み合わせた

研究である [2]．様々な用途に応用されているが，代表的な応用は，偏微分方程式の近似解を求める
ことである．具体的には，偏微分方程式の解をニューラルネットワークで表し，偏微分方程式が満た
されるようにニューラルネットワークを学習させることで，近似解を求める．近年，この方法につい
て，Kolmogorov–Arnold ネットワークした方法が提案された [3, 4]．この方法は，普通のニューラ
ルネットワークを利用した従来手法に比較して，少ないパラメータで精度よく近似解が計算できるこ
とが報告されている．
当日の発表では，このような方法を含め，主に Kolmogorov–Arnoldネットワークの物理への応用
について，理論的な側面も含め，より詳細に説明する．
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1 はじめに
津波の数値シミュレーションは、海底の鉛直変位を初期条件として海面波高の時間発展を計算する

手続きであり、事前のリスク評価、地震発生直後の津波警報、事後の波源逆解析（観測波形を用いた
断層運動の推定）などにおいて必要不可欠な技術である。これらのシミュレーションでは、通常、線
形長波方程式などの支配方程式を離散化し、数値的な時間積分を行うが、計算領域の広さや必要な分
解能の高さから、一般に計算コストが高くなる。特に、観測波形を用いて地震断層のパラメータを推
定する逆解析では、最適な波源を求めるために同様の計算を多数繰り返す場合があり、計算コストの
削減が課題となる。
こうした課題を解決するため、本研究では Neural Operator（NO）[1, 2]を用いた津波シミュレー

ションの軽量な代理モデル（surrogate model）を構築した。NOとは、入力と出力が関数空間に属
する演算子（operator）を学習する新しい機械学習の枠組みである。本研究で構築した訓練済みモデ
ルでは、初期条件（海底の鉛直変位）が入力されると、その後の波高の時空間発展を高速に出力する
ことができる。本発表では、NOモデルの構造と訓練方法、逆解析への応用可能性について述べる。

2 代理モデルの構築
本研究では、津波の時空間的な波高分布を予測するために、U-shaped Neural Operator（U-NO）

[3]を採用した。U-NO全体は U-Netに類似したエンコーダ・デコーダ構造を持ち、段階的なダウン
サンプリング・アップサンプリングとスキップ接続を通じて、局所的な特徴と大域的な構造の両方を
抽出する。また、畳み込み層として用いられている Fourier層では、離散フーリエ変換（FFT）によ
り入力を（周）波数領域に変換し、各（周）波数成分に複素数重みを乗じた後、逆 FFTにより（時）
空間領域に戻す。この構成により、波動場の様々なスケールを効果的に学習することができる。
NOモデルの訓練に必要なデータセットは、津波シミュレーションにより生成した。東北沖の海域

を計算領域として設定し、（1）ガウス型の滑らかな波源、（2）断層パラメータ（位置、大きさ、すべ
り量など）から計算された海底変位、の 2種類の波源をランダムに生成した。これらを初期条件とし
て、差分法ベースの津波シミュレーションライブラリ JAGURS [4]を用いて、波高の時空間発展を
計算した。得られた波源・波動場のペアをデータセットとし、訓練に用いた。
訓練済みモデルの精度を検証するために、訓練に用いていない波源を入力し、その出力を津波シ

ミュレーションによる正解波動場と比較した。その結果、NOモデルは空間的な波動構造を良好に再
現するものの、波数スペクトルにおいて短波長成分の振幅をやや過小評価する傾向も確認された。

3 自動微分を用いた逆解析の試み
NOモデルは Pythonの機械学習ライブラリ PyTorch上に構築されており、モデルの入力に対す

る出力の勾配を、PyTorchの自動微分機能を用いて簡単に計算できる。このため、観測された津波波
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形と NOモデルの予測とのミスフィット関数を最小とする初期波高を、勾配法により求めることが可
能である。ただし、初期波高を全ての空間格子点で推定するため未知数は数万個となり、劣決定問題
となる。このため、空間平滑化のためのラプラシアン正則化を導入し、安定した推定を実現した。
また、初期波高（海底変位）は断層すべりに起因するため、断層パラメータの推定も重要な課題で

ある。津波のモデリングでは、断層運動による海底変位を Okadaの式 [5, 6]と呼ばれる解析解を用
いて計算する手順が広く用いられている。本研究では、Okadaの式を PyTorch上に実装し、NOモ
デルと結合することで、断層パラメータを入力として津波の波動場を予測する統合モデルを構築し
た。さらに、統合モデルに勾配法を適用して断層パラメータの推定を行なった。従来、津波波形に非
線形に影響する断層パラメータはあらかじめ妥当な値に固定するか、grid searchにより探索されて
いたが、それらを勾配法で探索可能になったことは、大きな利点である。一方で、局所解への落ち込
みや初期値依存の課題も明らかになった。

4 今後の展望
本研究で構築した代理モデルは東北沖を対象としており、他海域を含む任意の場所に適用できる代

理モデルの構築にはさらなる工夫が必要である。また、本モデルは最も単純な線形長波方程式に基
づいているため、より複雑で計算コストの高い分散性津波の方程式などに対応した代理モデルを構
築することを目指す。さらに、逆解析においては、勾配を用いたパラメータ探索手法の改良に加え、
Hamiltonian Monte Carlo（HMC）や No U-Turn Sampler（NUTS）などのベイズ推定手法を導入
し、パラメータの事後分布を推定することも検討している。
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1 背景と目的
無限次元ハミルトン系は，波動方程式，電磁波方程式など，多くの現象を記述することができるた

め，物理学や工学において広く現れる．これらの系は，無限次元の関数空間上で定義されるシンプレ
クティック構造を持つが [1]，その構造を保持しながら高精度なシミュレーションを実現することは，
数値解析および機械学習における困難な課題である．
特に既存の Fourier Neural Operator（FNO）やGraph Neural Operator（GNO），および Deep-

ONetといった機械学習ベースの手法 [2] は，無限次元空間に対応しているものの，シンプレクティッ
ク構造を保持しないため，長時間の予測においてエネルギーの発散や構造の劣化が生じる．また，
SympNetなどの構造保存型ネットワークも，その適用範囲は有限次元に限られている [3]．
本研究では，これらの課題を解決するために，無限次元ハミルトン系の構造（特にシンプレク

ティック性）を近似的に保存するニューラル作用素「近似的なシンプレクティックニューラル作用素
（Approximate Symplectic Neural Operator；ASNO）」を提案する．ASNOは関数空間上で構造保
存的な時間発展写像を実現するよう設計されており，長時間にわたる安定かつ精度の高いシミュレー
ションを可能にする新たな枠組みである．

2 問題設定
本研究では，ヒルベルト空間 H×H = L2(Ω)× L2(Ω) 上で定義された無限次元ハミルトン系を考

える．領域 Ω ⊆ Rd において、初期条件 u0(x) ∈ H × Hと適当な境界条件が与えられた際に，以下
のハミルトン偏微分方程式に従って系が時間発展するものとする：

∂u

∂t
(x, t) = J

δH

δu
(u(x, t)), u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω, t ∈ [0, T ]. (1)

ここで，u(·, t)は相空間上の状態を表し，H : H×H → R は系のハミルトニアンである．δH/δu
は変分導関数である．また，J は歪対称作用素（J∗ = −J）である．

3 提案手法
シンプレクティック性を持つニューラル作用素を作るためには以下のいくつかの基本的なアイディ

アに基づく．

補題 1 シンプレクティック作用素の合成は，再びシンプレクティック作用素となる．
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補題 2 Ki,Kj : H → H が自己随伴作用素ならば，以下のように定義される剪断演算

Mup(Ki) =

(
I Ki

0 I

)
, Mlow(Kj) =

(
I 0
Kj I

)
は，H×H から H×Hへのシンプレクティック作用素となる．

補題 3 Ki,Kj : H → H がある滑らかな汎関数 Φi,Φj : H → R に対して Ki = ∇Φi, Kj = ∇Φj

と表されるとき，以下のように定義される剪断演算

Mup(Ki) =

(
I Ki

0 I

)
, Mlow(Kj) =

(
I 0
Kj I

)
は，H×H から H×Hへのシンプレクティック作用素となる．

今回は，研究の最初のステップとして，補題２と補題３で述べた Ki,Kj を普通の FNOを用いて学
習する実験を行った．このモデルは厳密にいうとシンプレクティック性を持たないが，シンプレク
ティック作用素に近い形を持つので，シンプレクティック構造はある程度保存できる．このモデル
を ASNO（Approximate Symplectic Neural Operator）と呼ぶ．このような構成により，提案する
ASNOは各ステップでの時間発展を近似的にシンプレクティックに保ちつつ，関数空間全体での高
精度なモデル化を可能にする．特に，従来のモデルと比較して，長期的なエネルギー保存性と数値安
定性において優れた性能を発揮することが期待される．

4 数値実験と評価
提案手法の性能評価として，波動方程式，電磁波方程式，シュレディンガー方程式，クライン・ゴ

ルドン方程式の 4種類の代表的な系を用いて数値実験を行った．数値実験の結果，ASNOは FNO，
GNO，DeepONetや CNOなど既存の代表的ニューラル作用素手法と比較して，数値精度，長期安
定性，ハミルトニアンエネルギーおよびシンプレクティック形式の保存性において大幅に優れた性能
を示した．特に，長時間シミュレーションにおいてもエネルギードリフトが抑制され，系の本質的な
構造を良く捉えることができた．詳細については，当日，報告する．
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