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1 はじめに
近年，状態空間モデル（State Space Models, SSMs）は，大規模言語モデルにおける効率的な時系

列処理の枠組みとして注目されている [1, 2, 3]．特に，SSMsは従来のトランスフォーマーより，長
い時系列データの処理における計算コスト削減において優れた特性を示している [4, 5]．
ここで，一部の既存の言語モデルは，その内部構造として減衰項を含むハミルトン方程式を用いる

状態遷移が導入されており，従来の物理モデリングにおける数理モデルと類似の構造をもつことに着
目すると，SSMsを物理系のモデリングに応用することは，自然な拡張と考えられる．そこで，本研
究では，このような言語のための状態空間モデルを用いて，ハミルトン系の時間発展を学習と予測手
法を試みる．特に，減衰項つきハミルトン方程式を内在化した状態空間構造を活用することで，軌道
データからの物理的時系列予測における精度と計算効率の両立を目指す．この方法を発展させること
により，将来的には，言語モデルのために開発された学習済みモデルをファインチューニングによっ
て物理モデルとして利用できる可能性がある．

2 状態空間モデルとハミルトン力学
本研究では，SSMsとして，以下の線形時不変系に代表されるような形式で表現される系を考える：

d

dt
x(t) = Ax(t) +Bu(t), y(t) = Cx(t). (1)

ここで，x(t) ∈ R2n は時刻 tにおける内部状態，u(t) ∈ Rm は外部入力，y(t) ∈ Rd は観測可能な出
力である．状態遷移行列 A ∈ R2n×2n，入力行列 B ∈ R2n×m，出力行列 C ∈ Rd×2n は学習可能なパ
ラメータ行列である．
一方，力学系としてハミルトン系は，状態ベクトル z(t) = (q(t), p(t)) ∈ R2n に対して，次のよう

な方程式で記述される：
d

dt
z(t) = J∇H, J =

[
0 I
−I 0

]
. (2)

ここで，H(z)はエネルギー関数，ハミルトニアンであり，J は標準的なシンプレクティック行列で
ある．本研究では，より一般的な減衰項つきハミルトン系を対象とし，次のような形式を考える：

d

dt
z(t) =

[
0 I
−I −Γ

]
∇H, Γ ∈ Rn×n, Γ ⪰ 0. (3)

このように，減衰項 Γを含む拡張的なハミルトン構造は，SSMsにおける状態遷移行列 Aに類似し
た役割を果たしうる．したがって，適切に設計した SSMsは，ハミルトン系の時間発展を学習するこ
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とが可能であると考えられる．また，逆に，既存の SSMsの中には，行列 Aとして，実質的に (3) を
利用しているものも存在する．したがって SSMsとハミルトン系は強い関係をもつと言える．

3 提案手法：状態空間モデルによるハミルトン系の時系列予測
本研究では，ハミルトン系から得られた軌道データ {(q(t), p(t)}Tt=0 に基づいて，その時間発展を

予測可能なニューラル状態空間モデルを構築する．例えば，近年提案された高効率な状態空間モデル
Mambaなどを導入し，その内部構造を物理系のモデリングに応用する．Mambaは，(1)を効率的に
ニューラルネットワークとして実装するために，状態カーネルに基づく入力畳み込みと，メモリゲー
ト制御を組み合わせ以下の形式の離散モデルを用いる：

xt = SSMConv(u<t; θ) +Gt(ut), yt = Wxt. (4)

ここで，SSMConv(u<t; θ)は過去の入力列 u<t に対して状態カーネルに基づいた畳み込みをする演
算であり，θ はカーネル構造に含まれる学習可能パラメータである．また，Gt は，現在の入力に対す
るゲートによるスケーリングであり，Mambaの特徴的な非線形性と時変構造を与える．出力はWt

により変換され，時間発展の予測を行う．モデルの訓練においては，予測された状態系列 (q̂t, p̂t)が
軌道データ系列 (qt, pt)に近づくよう，以下の損失関数を最小化する：

L(θ) =
T∑

t=1

∥q̂t − qt∥2 + ∥p̂t − pt∥2. (5)

また，系の物理性質の保存については，必要に応じてエネルギー関数 H(q, p)を用いた正則化損失な
どを追加することも可能である．本稿では，一般的な SSMsの適用可能性に焦点を当て，構造的制約
を課さない損失関数を用いる．
また，実際の予測では，例えば，初期状態 x0 を入力系列から逐次的に構築する形でモデルに与え，

時間発展に沿った (qt, pt) の予測列を得る．数値実験結果については，当日，報告する．
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1 Introduction

Physics-informed neural networks (PINNs) have become a powerful tool for solving forward

and inverse problems governed by partial differential equations. However, accurately enforc-

ing boundary conditions remains a key challenge. Conventional penalty methods approximate

boundary conditions weakly and are sensitive to the choice of penalty weights.

In this work, we introduce a hard imposition approach that utilizes smooth distance fields to

exactly satisfy boundary conditions, making it applicable to a wide range of geometries, includ-

ing nonconvex domains. Furthermore, we combine this approach with unbiased dynamic weight

tuning to enhance convergence when solving inverse problems. Numerical experiments demon-

strate that this method is more accurate and reliable than conventional approaches, extending

the applicability of PINNs [1].

2 Methods

Physics-informed neural networks Consider the following steady-state incompressible

Navier-Stokes equations

∇ · u = 0 and (u · ∇)u = −∇p+
1

Re
∇2u in Ω, u = u|Γ on Γ, (1)

where Ω is the domain, Γ = ∂Ω is the boundary. The solution (u, p) is approximated by a neural

network (ûθ, p̂θ), which are parameterized by a set of learnable parameters θ. PINN solves the

above problem by minimizing L(θ) = LPDE(θ)+λBCLBC(θ)+λDataLData(θ), where λBC, λData

are penalty parameters for balancing the contributions of different loss terms.

Smooth distance functions To enforce boundary conditions exactly, we employ a smooth

distance function ϕ, which approximates the exact distance Φ to the boundary. Following

techniques presented in [2], we construct an approximate solution that identically satisfies the

boundary conditions, thereby ensuring that LBC(θ) = 0.

Unbiased dynamic weights While the exact enforcement of boundary conditions provides

a key advantage, a main strength of PINNs lies in their flexible applicability to inverse problems.

Nevertheless, when solving such problems, choosing an appropriate weight λData can often be

challenging. To address this, we employ an unbiased dynamic weight tuning method [1]. This ap-
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(a) Reference and PINN solutions (b) Estimated Reynolds number

Figure 1: Shear-driven cavity flow at Re = 1,000. Similar results follows at higher Re numbers (see [1]).

proach adaptively adjusts λData during training, thereby avoiding expensive parameter searches

and offering an efficient and robust way to balance the different components of the loss function.

3 Results

Methods described in Section 2 were applied to the inverse analysis of shear-driven cavity

flow at Reynolds number Re = 1, 000. The task was to recover velocity and estimate pressure

and Reynolds number from sparse velocity observations. The results, summarized in Figure 1,

show that employing only the distance function or the dynamic weights does not produce a

fundamental improvement. However, when these two techniques are combined, PINN success-

fully recovers both the flow field and the Reynolds number with high accuracy. We emphasize

that similar results were obtained at higher Reynolds numbers, confirming the robustness and

applicability of the proposed approach (see [1]).

4 Conclusion

In this study, we demonstrated that the combination of smooth distance functions and un-

biased dynamic weights can enable reliable inverse analysis using PINNs. The distance fields

enforce boundary conditions, while the adaptive weights balance the different loss components.

Together, these techniques produce a significant improvement in accuracy and robustness when

solving inverse problems. Numerical experiments show that applying either approach in isolation

results in limited improvement; however, their combination leads to a substantial enhancement.

We expect that this approach can be broadly applied to a range of problems, including those

with complex boundary conditions and scarce observation data.
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1  概要 

 結晶や地殻の変形を記述する転位論において，一様な相対変位による変形が転位面の境界

にのみ依存するという形状不変性を示し，対応するポテンシャル場を導入することで転位に

よる変形の効率的な解析方法を提案する．この方法を物理深層学習(physics-informed 

neural network)により実行し，地震時地殻変動の観測から断層の形状・運動をベイズ推論す

る際に使用することで，その有効性を示す． 

2  理論：転位の形状不変性と Dislocation Potential 

 転位論(dislocation model)は，連続体（主に弾性体）の内部に変位不連続（転位）が生じ

た場合の変形場を記述する物理モデルである．転位論は材料科学における結晶の格子欠陥の

記述を起源とし，地球科学においては地震やプレート運動による地震動や地殻変動の記述に

用いられている． 

 先行研究[1]において，2次元面外歪み（変形が面の直交成分のみ）を仮定した線形弾性体

における一様な変位不連続による変形場が，転位端の位置にのみ依存し転位面の形状に依存

しないという「形状不変性」が示された．一般の形状・弾性定数分布において成立する点が

肝要である．さらに古典力学における保存力とエネルギーに着想を得て，断層端位置の関数

としての変位場を Dislocation Potential (DP)と定義し，任意の転位面形状・転位量に対す

る変位場が DPの転位面に沿った線積分により計算できることが導かれた．これは，転位面（2

次元空間の曲線）に依存する無限次元の問題が，転位端（2次元空間の点）という 2次元問題

に帰着することを意味する． 

 本研究では，形状不変性が 2 次元面内歪み（変形が面内成分のみ）および一般の 3 次元構

造において成立することを示す．その際「一様な変位不連続」として，転位面に平行な剪断

運動ではなく，転位面の向きに依らない定ベクトルの変位を対象とすることが要点である．

転位論における境界条件の性質と線形性（重ね合わせの原理）を用いることで，形状不変性

を簡明に導出できる．さらに，面外歪みの場合と同様に面内歪みにおいても DPを定義できる．

転位・変位が面内 2成分を持つため DPが 2次元テンソルとなるほかは，線積分公式などを面

外歪みの場合と同様に定式化できる． 
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3  応用：物理深層学習とベイズ推論による地震断層推定 

形状不変性と DPの応用として，2次元面内歪みを対象に，地震時地殻変動の観測データか

ら地下の断層形状とすべり分布を同時推定する問題を考える．本研究では数値実験を扱う． 

まず，深層学習により微分方程式を解く physics-informed neural network (PINN)[2]を

地殻変動に適用[3]することで DP を解析する．PINN は一般の地下構造を扱えることに加え，

解を連続関数として表現し，転位端位置のようなパラメタを入力変数とできるため，DPの解

析に適している．面内歪みにおける PINN[4]を拡張することで DP解析を実装できる． 

次に，ベイズ推論により断層形状・すべり分布を推定する．具体的には，マルコフ連鎖モ

ンテカルロ(MCMC)法の一種であるハミルトニアン・モンテカルロ(HMC)法を用いる．その尤度

計算に表れる DPの線積分において上記の訓練済み PINNを使用する．Neural networkに備わ

る自動微分により HMC の実行に必要な勾配を計算できる．仮定した断層運動に対する数値解

から地表観測の模擬データに本手法を適用し，その有効性を検証する． 

これまで MCMCを用いた地震断層推定では，多数の尤度計算が必要のため解析解の得られる

単純な地下構造が仮定されることが一般的であった．本研究で示す通り，転位の形状不変性

と PINNを組み合わせることで，複雑な地下構造における解析を実現できる． 

4  議論 

 転位の形状不変性を一般の 3次元構造において導出したが，DPは２次元構造において定義

された．本節では DPの 3次元解析への応用可能性を議論する． 

 まず，2 次元構造における 3 次元変動への拡張は容易である．面外・面内歪みにおける DP

をブロック対角成分とする 3 次元 DP テンソルを定義することで 3 次元変位場を解析できる．

このとき面外・面内成分の変形は転位面を共有するほかは独立である． 

それに対し，3 次元構造における DP の定義は困難である．転位面の境界は閉曲線であり，

それ自体が無限次元の自由度を持つため，効率的に解析できる DP を単純には定義できない．

数学的な洞察により有用な物理量が導かれるかもしれない． 
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