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1 概要
階層的クラスタリングにより構築される系統樹は，データ処理方法により異なる構造となるため，

それらの品質を定量的に評価する必要がある．古典的なクラスタリングの定量評価手法であるシル

エット係数は，各データ点を他のクラスタとの距離に基づいて評価するため，系統樹に特有の木の分

岐構造を適切に反映できない．系統樹において，データ点間の関係性を適切に評価するには，split

（枝による分割）を考慮した評価が求められる．split を考慮した系統樹比較の代表的な指標として，

Robinson-Foulds distance[1]やMatching distance[2]が存在するが，これらの既存手法は，系統樹

の葉の構成のみに基づいて比較を行うため，葉に付与されたカテゴリの分布を適切に評価できない．

さらに，これらの手法は系統樹の位相構造のみに基づいて評価を行うため，各枝の進化距離や信頼度

といった重要な情報を考慮できないという限界がある．

本講演では，葉にカテゴリ情報が付与された系統樹に対し，クラスタリング品質を定量的に評価す

るための新たな尺度を提案する．最適輸送問題を用いて split構造および枝長を考慮した指標を導入

し，その性質および有用性を検討する．

2 提案手法
定義 1（splitベクトル） 系統樹 T の各葉にはカテゴリ 1, 2, . . . , k のいずれかが付与されているとす

る（k はカテゴリ数）．このとき系統樹 T の各辺 eによる splitによって分割された 2つの部分木に

おけるカテゴリ iに属する葉の個数をそれぞれ Ni,e，N i,e とする．split eに対応する splitベクトル

ve および補集合ベクトル ve を以下のように定義する：

ve = (Ni,e)
k
i=1, ve = (N i,e)

k
i=1 (1)

定義 2（完全マッチング距離） 2つの系統樹 T1, T2 に対し，内部枝に対応する splitベクトル集合を

V1 = {v(1)
1 , . . . ,v(1)

n }, V2 = {v(2)
1 , . . . ,v(2)

n }

とする．ここで，nは内部枝数（split数）であり，V1, V2 は同じ大きさの集合である．

このとき，全単射 π : V1 → V2 に対して，splitベクトル間の距離を ℓ1 ノルムにより定義し，完全

マッチング距離を以下のように定義する：

d(T1, T2) := min
π

n∑
i=1

min
{
∥v(1)

i − v
(2)
π(i)∥1, ∥v

(1)
i − v

(2)
π(i)∥1

}
(2)
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3 最適輸送問題としての定式化
均等な重みを持つ場合，2つの系統樹における splitベクトル集合の比較は，以下の最適輸送問題

[3]として定式化される：

minimize

n∑
i=1

n∑
j=1

cij · πij (3)

subject to

n∑
j=1

πij =
1

n
∀i ∈ {1, . . . , n},

n∑
i=1

πij =
1

n
∀j ∈ {1, . . . , n} (4)

ここで，πij は split i から split j への輸送量であり，すべての i, j に対して πij ≥ 0 が成り立つも

のとする．輸送コスト cij は，splitの向きの任意性を考慮して以下のように定義される：

cij = min
{
∥v(1)

i − v
(2)
j ∥1, ∥v(1)

i − v
(2)
j ∥1

}
(5)

この定式化により，最適輸送問題の解は式 (2)の完全マッチング距離 d(T1, T2)と一致する．

系統樹においては，各枝の進化距離や系統推定の信頼度が重要な情報であるため，これらを重みと

して導入した重み付き最適輸送問題 [4]に拡張できる：

minimize

n∑
i=1

n∑
j=1

cij · πij (6)

subject to

n∑
j=1

πij =
w

(1)
i

W1
∀i ∈ {1, . . . , n},

n∑
i=1

πij =
w

(2)
j

W2
∀j ∈ {1, . . . , n} (7)

w
(1)
i , w

(2)
j はそれぞれの系統樹における split に付与された重み，W1 =

∑
i w

(1)
i , W2 =

∑
j w

(2)
j

は正規化定数である．この拡張により，各分岐の重要度に応じた構造比較が可能となる．

本講演では，提案した splitの重みを考慮した系統樹比較手法の有効性を人工および実際の系統樹

データを用いて検証し，シルエット係数などの既存手法との比較結果について論じる．
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1 Introduction
Let G = (V, E; w) be an undirected graph with n vertices, m edges, and a positive edge weight

w : E → Z++, where Z++ is a set of positive integers. The (normalized) Laplacian matrix of G

is given by In − D−1/2AD−1/2, where In ∈ Rn×n is the n × n identity matrix, A ∈ Rn×n is the
weighted adjacency matrix of G, and D ∈ Rn×n is the diagonal matrix with Dii being equal to
the weighted degree of vertex i. The Laplacian matrix is symmetric and positive semidefinite,
and its eigenvalues satisfy 0 = λ1 ≤ · · · ≤ λn ≤ 2. A classical result in spectral graph theory
states that G is bipartite if and only if λn = 2. Trevisan [Tre12] proved a quantitative version
of this result. For a nonzero vector x ∈ {0, ±1}V , let

β(x) :=
∑

e=(i,j)∈E w(e) · |xi + xj |∑
i∈V deg(i) · |xi|

,

where deg(i) =
∑

e=(i,j)∈E w(e) is the weighted degree of vertex i. The bipartiteness ratio of G

is then defined by

β(G) := min
x∈{0,±1}V \{0}

β(x). (1)

Since each non-zero {0, ±1}-vector x corresponds to a tripartition (L, R, Z) of V such that
L = {i ∈ V | xi = 1}, R = {j ∈ V | xj = −1}, and Z = {k ∈ V | xk = 0}, we can represent

β(G) = min
(L, R, Z): tripartition of V

2w(E(L)) + 2w(E(R)) + w(E(L ∪ R, Z))
vol(L ∪ R)

,

where E(L) (resp., E(R)) is the set of edges whose endpoints are within L (resp., R), and
E(L ∪ R, Z) is the set of edges connecting L ∪ R and Z, and vol(L ∪ R) =

∑
i∈L∪R deg(i) is the

volume of L∪R. Obviously, β(G) = 0 if and only if G is bipartite. Trevisan [Tre12] showed that
the bipartiteness ratio is closely related to the largest eigenvalue λn of the Laplacian matrix,
specifically,

2 − λn

2
≤ β(G) ≤

√
2(2 − λn).

Furthermore, he also present a simple algorithm that finds a nonzero vector x ∈ {0, ±1}V such
that β(x) ≤

√
2(2 − λn) given an eigenvector corresponding to λn.

Trevisan’s inequality can be regarded as an analogue of the Cheeger inequality [AM85; Alo86],
which relates the second smallest eigenvalue with the conductance of graphs. For a vertex subset
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∅ ⊊ S ⊊ V , let

ϕ(S) := w(E(S, S))
min{vol(S), vol(S)}

,

where E(S, S) is the set of edges connecting S and S. Then the conductance of G is defined
as ϕ(G) := min∅⊊S⊊V ϕ(S). The Cheeger inequality states that λ2

2 ≤ ϕ(G) ≤
√

2λ2. Further-
more, there is a simple algorithm that finds S such that ϕ(S) ≤

√
2λ2 given an eigenvector

corresponding to λ2.
For graph conductance and closely related sparsest cut, there are various approximation algo-

rithms, where the current best approximation ratio is O(
√

log n) [ARV09; AK16]. In contrast,
there is no known approximation algorithm for bipartiteness ratio.

2 Our contribution
We present the first O(log n)-approximation algorithm for the bipartiteness ratio of undirected

graphs. More precisely, we study the following b-bipartitness ratio. Let b : V → Z++ be a positive
vertex weight. For a vector x ∈ {0, ±1}V \ {0}, let

βb(x) :=
∑

e=(i,j)∈E w(e) · |xi + xj |∑
i∈V b(i) · |xi|

.

Then, we define the b-bipartiteness ratio of G by βb(G) := infx∈{−1,0,1}V \{0} βb(x). Note that
the original bipartiteness ratio β(G) (see (1)) is the special case of βb(G) where b ≡ deg.

Theorem 1 There is a randomized O(log n)-approximation algorithm for the b-bipartiteness
ratio of an undirected graph. That is, the algorithm finds a nonzero vector x ∈ {0, ±1}V such
that βb(x) ≤ O(log n) · βb(G) with probability at least 1 − 1/ poly(n). The time complexity
is O(log(w(E) · b(V )) · log3 n · max{log2 n, log b(V )} · min{b(V ), n2}) arithmetic operations and
O(log(w(E) ·b(V )) · log2 n) single-commodity max-flow computations on an auxiliary undirected
graph of size O(m + n).

Using the nearly-linear time algorithms for undirected single-commodity max-flow [Pen16],
the running time of our algorithm is Õ(min{b(V ), n2} + m) time. In the original bipartiteness
ratio, we have b(V ) = O(m), so the running time is Õ(m).
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(2+1)フリーな半順序集合上の重みつき半順序マトロイド交叉問題
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1 はじめに
マトロイドとは Whitney によって導入された概念である．効率的なアルゴリズムと密接な関係の

ある数理構造であるため，組合せ最適化の分野において重要な概念の 1つである．マトロイド交叉問

題とは与えられた 2つのマトロイドの最大共通独立集合を求める問題である．Edmonds はマトロイ

ド交叉問題に対して最大最小定理が成り立つことを示した．またマトロイド交叉問題およびその重み

つき版である重みつきマトロイド交叉問題を解く多項式時間アルゴリズムが知られている．

半順序マトロイドはマトロイドの一般化の 1つであり，マトロイドにおける台集合を半順序集合に

拡張したものである．半順序マトロイドは Dunstan, Ingleton, Welsh [1] によって導入された超マ

トロイドを分配束上に定義したものと一致するため，分配超マトロイドとも呼ばれる．半順序集合上

の組合せ最適化問題のいくつかは，半順序マトロイド上の最適化問題として定式化され，効率的なア

ルゴリズムを適用できることが知られている．

半順序マトロイド交叉問題は 2 つの半順序マトロイドの最大共通独立イデアルを求める問題であ

る．Tardos [2] は，同じ半順序集合上に定義された 2つの半順序マトロイドについて半順序マトロイ

ド交叉問題に対する最大最小定理が成り立つことを示した．また関連研究として, マトロイド交叉問

題の一般化の 1つである半順序マトロイドの独立マッチング問題が Peled, Srinivasan [3] によって

研究されており, 特定の構造をもつ二部グラフ上での問題に対しては多項式時間で解けることが示さ

れている．しかしながら, 半順序マトロイド交叉問題を解く一般的な多項式時間アルゴリズムは知ら

れていない.

本研究では，重みつき半順序マトロイド交叉問題を考え，半順序集合が (2+1)フリーで，重み関数

が順序反転な場合に，重みつき半順序マトロイド交叉問題を解く多項式時間アルゴリズムを与える．

2 準備
P = (E,⩽) を半順序集合とする. 部分集合 I ⊆ E に対して, 任意の y ∈ I と x ∈ E について

x ⩽ y であるならば x ∈ I が成り立つとき, I を P のイデアルという. 部分集合X ⊆ E に対して, X

が生成するイデアル [X]を [X] := {y ∈ E | ある x ∈ X に対して y ⩽ x}で定義する. また部分集合

X ⊆ E に対して, P における X の極小な要素全てからなる集合をMin(X)で表す. 同様に P にお

ける X の極大な要素全てからなる集合をMax(X)で表す.

P = (E,⩽)を半順序集合, F を P のイデアルの族とする. (P,F)の組が以下の性質を満たすとき

半順序マトロイドという.

(a) ∅ ∈ F .
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(b) X ⊆ Y ∈ F かつ X が P のイデアルならば, X ∈ F .

(c) X,Y ∈ F かつ |X| < |Y |ならば, X ∪ {e} ∈ F を満たす e ∈ Min(Y \X)が存在する.

半順序マトロイドM = (P,F)に対して F の各要素をM の独立イデアルといい, 極大な独立イデア

ルをM の基という.

2つの半順序マトロイドM1 = (P,F1)とM2 = (P,F2)に対して，F1 ∩ F2 の要素をM1 とM2

の共通独立イデアルという．2つの半順序マトロイドに対して, 最大サイズの共通独立イデアルを見

つける問題

max{|X| | X ∈ F1 ∩ F2}

を半順序マトロイド交叉問題という．半順序マトロイド交叉問題を解く一般的な多項式時間アルゴリ

ズムは知られていない．

w : E → Rを E 上の重み関数とする．P = (E,⩽)上の 2つの半順序マトロイドに対して, 最大重

みの共通独立イデアルを見つける問題

max{w(X) | X ∈ F1 ∩ F2}

を重みつき半順序マトロイド交叉問題という．ここで，w(X) :=
∑

e∈X w(e) である．

3 主結果
半順序集合が (2+ 1)フリーであるとは，2要素のチェインと 1要素のチェインの直和を誘導部分

半順序集合として含まないときをいう．半順序集合 P = (E,⩽)上の重み関数 w : E → Rが，順序
反転であるとは，x, y ∈ E について x ⩽ y ならば w(x) ≥ w(y) となっているときをいう．本研究

の主結果は以下の通りである．

定理 1 (2 + 1) フリーな半順序集合 P = (E,⩽)，P 上の順序反転な重み関数 w : E → R，P 上

の半順序マトロイド M1 = (P,F1), M2 = (P,F2) に対して，重みつき半順序マトロイド交叉問題

max{w(X) | X ∈ F1 ∩ F2} は多項式時間で解ける．
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Faster algorithms on linear delta-matroids
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1 概要
マトロイドは, 線形独立性やグラフの非巡回性といった概念を一つの枠組みに統合する, 離散数学

の基本的対象である. マトロイドは有限集合 V とその部分集合族 F ⊆ 2V (基と呼ぶ) で構成され,

次の交換公理を満たす.

∀X,Y ∈ F , ∀x ∈ X \ Y, ∃y ∈ Y \X : (X \ {x}) ∪ {y} ∈ F .

この公理から, すべての基 F ∈ F の要素数は等しいことが従う.

Bouchet が 1980 年代に導入した デルタマトロイドは, 上記の交換公理を対称差に置き換えること
でマトロイドを一般化したものである [1]. 有限集合 V と部分集合族 F ⊆ 2V (feasible sets と呼ぶ)

について,
∀X,Y ∈ F , ∀e ∈ X∆Y, ∃e′ ∈ X∆Y : X∆{e, e′} ∈ F

が成り立つとき (V,F) をデルタマトロイドと呼ぶ.ここで X∆Y = (X \ Y ) ∪ (Y \X) は対称差を
表す.マトロイドと異なり, デルタマトロイドでは feasible sets の要素数が一様である必要はない.

アルゴリズム面では線形マトロイドが重要である.これは, 列が V に対応する行列 A に対し, 任意
の F ⊆ V で A[·, F ] が正則ならば F ∈ F となるようなマトロイドを指す. 行・列それぞれが V に
対応する歪対称行列 A (A = −A⊤) に対して

F = {X ⊆ V | A[X,X] が正則 }

と定めると, (V,F) はデルタマトロイドになることが知られている. 以下, このデルタマトロイドを
D(A) と記す.

ただし, D(A) では常に ∅ ∈ F となるため, 線形マトロイドそのものは表現できない. そこで固定
集合 T ⊆ V を取り, twist

D(A)∆T = (V, {F∆T | F ∈ F})

を用いて線形デルタマトロイドを定義する.

2 提案手法
■ Contraction に基づく表現の導入 twist は対称差を取るため, アルゴリズムへの応用が難しいと
いう欠点がある. 本研究 [2] では, この問題を解決するために contraction に基づく線形表現を導入
する. 部分集合 T ⊆ V に対し, デルタマトロイド D = (V,F) の T における contraction を

D/T = (V \ T, {F \ T | F ∈ F , T ⊆ F})

と定義する. 行・列それぞれが V ∪ T に対応する歪対称行列について, D(A)/T を新たな線形表現
と定義する.
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本研究では, twist による表現が与えられた場合に contraction 表現を O(nω) 時間 (ここで
ω < 2.372 は行列積の指数) で計算できること, さらにその逆変換も同一計算量で可能であることを
示した.

■ 最大重み feasible set の高速化 デルタマトロイドでは, 最大重み feasible set を一種の貪欲アル
ゴリズムで求められることが知られている. この手法を線形デルタマトロイドに適用すれば, 最大重
み feasible set を O(nω+1) 時間で計算できる. 本研究では, contraction に基づく線形表現を用いる
こと (twist 表現が与えられた場合, 前述の通り contraction 表現に変換可能) で, O(nω) 時間での解
法が得られることを示した.

■ デルタマトロイドパリティ問題の高速化 デルタマトロイドパリティ問題では, デルタマトロイ
ド D = (V,F) と V のペア分割 P = {{a1, b1}, . . . , {am, bm}} が与えられ, P の各ペアのうち片方
だけを含むペアの数を最小化する feasible set を探索する. Geelen–岩田–室田 [3] による増加路アル
ゴリズムは O(n4) 時間であった. 本研究では, contraction 表現と Harvey の手法 [4] を基に, 乱択
O(nω) 時間を達成できることを示した.

■ 最大重みデルタマトロイド交叉 2 つのデルタマトロイド D1 = (V,F1), D2 = (V,F2) と重み関
数 w : V → {1, . . . ,W} が与えられたとき, F1 ∩ F2 に属する集合 X で重み w(X) =

∑
e∈X w(e)

を最大化する問題を最大重みデルタマトロイド交差と呼ぶ. この問題は, 重みがない場合 (すなわち
W = 1) でさえ多項式時間アルゴリズムが知られておらず, 垣村と高松により未解決問題とされてい
た [5]. Contraction に基づく表現を利用することで, 本問題を一変数多項式行列の行列式計算に帰着
できることを示した. これにより, 本問題の決定問題が乱択 O(Wnω) 時間で解けることを示した. 解
の構築は O(Wnω+1) 時間で実現できる.
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