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1 概要
振動システムは，物理学や生物学，工学などの分野で広く研究されており，これらのシステムの解

析や制御には，ダイナミクスの記述に本質的な役割を果たす自由度のみを抽出した縮約モデルが重
要な役割を果たす [1]．特に，位相応答曲線 (Phase Response Curve; PRC) や isostable 応答曲線
(Isostable Response Curve; IRC) は，自励振動子の縮約モデルにおける外部入力応答特性の記述に
必要な基本的対象である．既存の応答特性推定手法として，これらの応答曲線をフーリエ級数展開
したときの係数を推定するものがある [2]．しかし，フーリエ級数展開は，急峻な変化や非滑らかさ
を伴う応答関数を扱う場合には非効率であり，緩和振動子 [3]などの精確かつ効率的な縮約モデリン
グは困難であると考えられる．一方，周期的活性化関数を用いたニューラルネットワーク（Neural

Network; NN）は高い表現力を持ち，非滑らかで非線形な応答関数を効率的に学習する能力がある
[4, 5]．本研究では，緩和振動子のような急峻な応答特性を示す系のデータ駆動縮約モデリングを効
率的に行うことを目的として，周期的活性化関数を用いた NNによる応答特性推定手法を提案する．
緩和振動領域における Van der Pol 振動子を用いて，手法の妥当性を検証する．

2 問題設定

ẋ = F(x, u(t)), y = Fout(x), (1)

ここで，x(t) ∈ RN はシステムの状態、u(t) ∈ R は制御入力，y ∈ R は観測出力である．制御入力
を一定値 p0 に固定すると，周期 T の指数安定なリミットサイクル xγ(p0, t) が存在するとする．
このような自励振動子において，リミットサイクル周辺の挙動を効率的にモデル化するためには，

位相座標，isostable 座標を用いた次元縮約が有効である．位相座標 θ はリミットサイクル上の位置
を示し，isostable 座標 ψj (j = 1, · · · , N − 1) はリミットサイクルからの横断方向の距離を表す．
xγ のフロケ指数 κi を 0 = κ0 > Re (κ1) ≥ Re (κ2) · · · ≥ Re (κβ) ≫ Re (κβ+1) ≥ · · · ≥ Re (κN−1)

とすると，ψβ+1, · · · , ψN−1 は速やかに指数減衰するためにその寄与を近似的に無視することができ
る．このとき，入力を U(t) = u(t)− p0 として，以下の縮約モデルを得る:

θ̇ = ω + Z(θ, ψ1, . . . , ψβ)U(t),

ψ̇j = κjψj + Ij(θ, ψ1, . . . , ψβ)U(t), (j = 1, · · · , β),
y(p0, θ, ψ1, . . . , ψβ) = y(xγ(p0, θ)) +G(θ, ψ1, . . . , ψβ).
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ここで Z, Ij はそれぞれ位相応答曲線 (PRC) ，位相応答曲線 (PRC) と呼ばれる， また，Gは周期
軌道からの偏差に対応する観測出力の補正項である．ω (= 2π

T ) は固有振動数である．

3 提案手法
急峻な時間変化を示す振動子のことを緩和振動子と呼び，ニューロンや発振回路，化学振動のモデ

ルなどでさまざまに現れる [3]．緩和振動子の PRC，IRCも急峻な変動を示すため，その波形をフー
リエ級数として精度よく表現するためには多数の高調波が必要となる．そこで，sinusoidal neural

network [5]というニューラルネットワークを用いることを提案する．フーリエ級数展開では高周波
成分を表現するのに多数の項が必要となるが，sinusoidal neural network は周期的な活性化関数を
用いることで，急峻な変化に対してもギブズ現象などを回避したパラメータ効率のよい表現が可能で
あることが知られている．本研究では，sinusoidal neural network を用いて，振動子縮約モデルの
応答特性を推定する:

X(θ, ψ1, . . . , ψβ) ≈ NNX(θ, ψ1, . . . , ψβ), X = Z, Ij , G (2)

ここで，NNX は X を推定する sinusoidal neural network である．

4 実験設定
パラメータの選び方によって緩和振動を示す Van der Pol 振動子を対象に，提案手法の有効性を

検証した．モデルは次の微分方程式で定義される:

ẋ1 = x2, ẋ2 = µ(1− x21)x2 − x1 + U(t)

リミットサイクル周辺の動的挙動を位相座標 θ と振幅座標 ψ で表現し，制御入力 U(t) を入力とし
て NNを用いて応答関数 Z, I および補正項 G を推定した．観測変数は y = x1 とした．縮約モデル
により得られる出力 yreduced(t) と，完全モデル (y(t) の時系列の真値) により得られる出力 yfull(t)

を比較し，平均絶対誤差 (MAE) を算出し評価した．また，提案手法の有効性を従来のフーリエ級数
展開による推定と比較することで検証した．
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1 はじめに
近年、機械学習の分野で注目を集めているリザバー計算は、隠れ層（リザバ）で重みの更新を行わ

ず、出力層の重みのみを更新するリカレントニューラルネットワークを用いた計算である。重みを更

新するために内部のダイナミクスに介入する必要がないため、リザバには様々な物理系を用いた研究

も多い。一方で、多くの物理系では同一の入力時系列下でも状態が収束せず、それにより計算資源と

しての活用が十分できていない。そこで本発表では、シミュレーションおよび神経回路をリザバとし

て用いた実験において、同一の入力時系列下でばらつきを示すリザバの状態のトライアル間での平均

を取る操作が情報処理の性能に与える効果を情報処理容量 [1]により定量的に評価する。

2 ランダム力学系としてのノイズつきリザバ
入力時系列の従う確率空間を (U,U , η)、ノイズの従う確率空間を (V,V, ξ)とする。どちらも各元

は Nで添字付けられているものとする。このとき、各時刻 t ∈ Nでのリザバの状態 x(t) ∈ X は

x(t) = φ (t, (u, v))x(0) (1)

と表せる。ただし、φ(t, (u, v))は入力およびノイズの実現値 u, v 下での tステップ分の時間発展に

対応する写像（ランダム力学系）である。

各時刻 tで (u, v, x(t))は確率測度 µt に従うとし、ある U -可測集合 A ⊂ U で条件づけた (V ×X)

上の確率測度 µ
{u∈A}
t を考える。同一入力時系列を繰り返し、その平均を取る操作（トライアル平均）

は、(V ×X)から X への射影を πX とすると、

x̄(t) =

∫
x(t)d

(
µ
{u∈A}
t ◦ π−1

X

)
(2)

を計算することに対応する。ここで、一般に µ
{u∈A}
t が tの関数である場合、x̄(t)も tの関数である。

一方、µが不変測度であり、µt ≡ µであるならば x̄(t)は tの関数ではなく、入力時系列 uのみの関

数となる。

本発表では、シミュレーションおよび実験のそれぞれでデータの分布がある不変測度に従っている

という仮定の下、トライアル平均の効果と力学系の特性について議論する。

3 シミュレーション
ダイナミクスが下式で表される Echo State Networkを用いてシミュレーションを行った。

xi(n+ 1) = tanh

 N∑
j=0

Wijxj(n) + win
i u(n) + vi(n)

 (3)
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ただし、入力 u(n) ∼ Bernoulli(0.5)であり、ノイズ vi(n) ∼ N (0, σ)とする。また、内部結合行列

W のスペクトル半径を sで表す。

トライアル平均をしない状態 x(t)を元にリザバ計算を行う場合、スペクトル半径 sおよびノイズ

分布 N (µ, σ)の標準偏差 σ が大きいほど、情報処理容量が低下する結果となった。一方、トライア

ル平均した状態 x̄(t)によるリザバ計算では、そのような単調な傾向とは異なり、スペクトル半径に

よってはある σ > 0において情報処理容量が最大になる結果が得られ、また、スペクトル半径の大小

よりも状態の自己相関から推定された系の時定数の方が情報処理容量との強い関連が見られた。

なお、本シミュレーションで用いた Echo State Networkは非ノイズ下 σ = 0ではスペクトル半径

が s = 1.5 ∼ 1.7以上で同一の軌道に収束しなくなり、またリアプノフ指数の符号が正になった。こ

のように、トライアルごとのばらつきは確率的にランダムなノイズだけではなく、力学系のダイナミ

クスが同一の軌道に収束しないこと（カオス）に起因する場合もある。本シミュレーションでは、ば

らつきの原因に関わらず、一般的にトライアル平均した状態を用いることで情報処理容量が向上する

ことを確認した。また、ノイズ下のトライアル平均による情報処理性能の上昇には、線形な情報処理

の寄与が大きいことが分かった。

4 実験
多点電極アレイ上に培養した神経細胞の時間当たりの発火数を状態とした物理リザバを構築し、同

一の培養系に同一の入力時系列を電気刺激として加える実験を 100 トライアル行った。平均を求め

るために用いたトライアルの数が多いほど、ほぼ単調に情報処理容量は上昇した。

5 考察
一般に、リザバが高い情報処理容量を持つためには Echo state性

∀x, x′ ∈ X, ∃N0 ∈ N s.t. ∀ϵ > 0, ∀N > N0, ∥φ(N, u)x− φ(N, u)x′∥ < ϵ (4)

が要求される。本シミュレーション系の結果から、1トライアルでは Echo state 性を満たさない場

合であっても、複数トライアルで平均をとると高い情報処理容量をもつ、つまり Echo state性を満

たす場合があることが分かった。

神経系を始めとする物理系のトライアル間での変動をノイズとカオスのどちらによるものとしてモ

デル化すべきかは長く議論されてきた。本結果により、いずれの場合でもトライアル平均により物理

系を用いたリザバ計算の性能を向上させることができることが示唆された。

謝辞 本研究は、科研費 (23H03465, 24H01544, 24K20854, 25H02600)、AMED(24wm0625401h0001)、
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1 概要
統計多様体とは，有限個のパラメータで指定される特定の確率分布の集合（確率分布族）に多様体

構造を持たせたものである．統計多様体特有の構造として，Fisher計量で与えられる Riemann構造
や，α-接続と呼ばれる 1-パラメータの affine接続が典型である．α-接続は α ∈ [−1, 1]で指定され，
α = 1のときは指数型 (e-)接続，α = −1のときは混合型 (m-)接続と呼ばれる．また，α = 0以外
は非計量的接続であり，α = 0 のときに Riemann(R-)接続となっている．α-接続に随伴する測地線
として，主たる関心の対象は α = 0,±1の場合であり，本演題のいう 3種類の測地線である．
さて，これらの測地線は統計多様体上の 2階常微分方程式の解曲線であるから力学系理論の観点か

らも興味深い対象である．本講演では，n次量子密度行列のなす量子統計多様体 Qn の余接バンドル
T ∗Qn 上の 1階常微分方程式の形で 3種の測地線の方程式を表現し，その求積性やハミルトン性等に
ついての結果を報告する．なお結果は，有限集合上の離散分布族のなす古典統計多様体の余接バンド
ル上で記述された 3種の測地線に関して，講演者が既に得た結果 [?]の量子統計幾何版になっている．

2 幾何的な設定
以下では，n次 Hermite行列の集合をHn，n次正定値 Hermite行列の集合をH+

n，トレース 0の
n次 Hermite行列の集合を Hn,0 で表す，量子統計多様体 Qn とは量子密度行列の集合

Qn = {r ∈ H+
n | tr(r) = 1}, (1)

である．n次行列 A，B の対称化積を A ◦B = (AB +BA)/2とするとき，rにおける Qn の接ベク
トル U ∈ TrQn

∼= Hn,0 の対称化対数微分 (SLD) Lr(U) ∈ Hn は，

U = r ◦ Lr(U) (U ∈ TrQn) (2)

で一意的に定まる n次 Hermite行列である．Qn の SLD-Fisher計量は，接空間 TrQn の内積

〈U,U ′〉r = tr(ULr(U
′) = tr(rLr(U)Lr(U

′) = tr(Lr(U)U ′) (U,U ′ ∈ TrQn
∼= Hn,0) (3)

により定まる．Qn の余接バンドル T ∗Qn は，SLD-Fisher計量を用いた双対対応と SLDを用いて

T ∗Qn = {(r, p) ∈ Qn ×Hn | tr(r ◦ p) = tr(rp) = 0} = Lr(TrQn) = Lr(Hn,0) (4)

で実現される．微分方程式の Hamilton性の議論のために，T ∗Qn に標準的な symplectic形式

ω(r,p)((U, V ), (U ′, V ′)) = tr(V U ′ − V ′U) ((U, V ), (U ′, V ′) ∈ T(r,p)(T ∗Qn)) (5)

を導入しておく．
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3 結果
量子統計多様体 Qn においては，座標関数が密度行列そのものと考えてよい状況であり，座標によ

る接続係数の表現を計算して Qn 上の 2階の測地線方程式を書き下し，それを T ∗Qn 上で 1階化す
るという（ある意味で統一的な）戦略は採り難いところである．いささか対症療法的ではあるが，e-

測地線には Hebb型学習方程式への解析力学的アプローチ (Nakamura[?])と，同学習方程式と e-測
地線の関係（U–[?])を融合させた視点から，m-測地線には「直線解」への力学的視点から，R-測地
線には Riamann多様体上の自由粒子系の視点から，T ∗Qn 上の 1階常微分方程式による記述を導出
する．微分方程式は，それぞれ

m:

{
ṙ = r ◦ p,
ṗ = −Lr(p ◦ (r ◦ p))

R:

{
ṙ = r ◦ p,
ṗ = − 1

2 tr(rp
2)I − 1

2p
2 e:

{
ṙ = 2rpr − 2tr(rpr)r,
ṗ = −2prp+ 2tr(rpr)p

(6)

となり，すべて求積的に解ける．本予稿では行数の関係で r(t)のみを紹介する．

m: r(t) = r(0) ◦ (tp(0) + I) (0 ≤ t < tm) (7)

R: r(t) = R(t)r(0)R(t)†, R(t) = I cos

√
ε

2
t+ p(0)

1√
2ε

sin

√
ε

2
t (0 ≤ t < tR) (8)

e: r(t) = S(t)−1er(0)p(0)tr(0)(er(0)p(0)t)†, S(t) = tr(er(0)p(0)tr(0)(er(0)p(0)t)†) (9)

ただし，tm = min{t > 0 | det(tp(0) + I) = 0}，tR = min{t > 0 | detR(t) = 0} であり，ε =

tr(r(0)p(0)2)/2である．3種の測地線系の力学的あるいは幾何的特徴は以下のとおりである．

i m-測地線と R-測地線は有限時間内でしか存在しないが，e-測地線は時間無限大まで存在する．
ii R-測地線系と e-測地線系は Hamilton 系である．それぞれのハミルトニアンは，

tr(r(0)p(0)2)/2と tr((r(0)p(0))2)である．一方，m-測地線系は Hamilton系ではない．
iii R-測地線と e-測地線は，Qn への GL(n)-作用 Φg : r 7→ (tr(grg†))−1grg† （g ∈ GL(n)）を用
いて生成される軌道である．また，m-測地線は GL(n)-作用で生成される軌道の微分である．

iv e-測地線は，Qn 上の平均化 Hebb型方程式の族を実現する [?]．
v 3種の測地線系は，SU(n)-作用 (r, p) 7→ (hrh†, hph†) （h ∈ SU(n)）の下で不変である．

偶数次元の古典統計多様体上では，それ自身の双対的な 2つの座標系を活用した symplectic構造を
用いた Hamilton力学が展開可能であることが知られているが，本講演や [?]の統計多様体の余接バ
ンドルを用いた枠組みとは本質的に異なることを付記する．
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大域結合写像に対するアトラクター痕跡の安定性
Stability of attractor-ruins for globally coupled map
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1 概要
本講演では，大域結合写像 (GCM)に対して観測されるカオス的遍歴によって現れるアトラクター

痕跡の安定性を評価した結果について紹介する．GCMにおける不変集合は空間に対する対称性によ
り，対称群によって表現される部分空間である．パラメータに依存して不変集合の安定性が変化する
ことが知られており，あるパラメータ領域において，軌道が不変集合の近傍に間欠的に滞在するカオ
ス的遍歴と呼ばれる現象が観測される [1]．このとき，パラメータの摂動によって現れる横断リアプ
ノフ指数が正と負の両方を持つ不変集合をアトラクター痕跡と呼ぶ．しかし，GCMにおけるアトラ
クター痕跡の大域的な特徴はあまり知られていない．そこで本研究では，アトラクター痕跡の “安定
性”を有効次元のエントロピーによって数値的に解析した．結果として，部分秩序相と呼ばれるパラ
メータ領域において多くのアトラクター痕跡に対する安定性が高いことが分かった．本講演の内容は
[2]に基づく．

2 大域結合写像とカオス的遍歴
大域結合写像とは，ロジスティック写像が大域的に結合した離散力学系

xn+1(i) = (1− ε)f(xn(i)) +
ε

d

d∑
j=1

f(xn(j)), i = 1, . . . , d

f(x) = αx(1− x), x0 = (x0(1), . . . , x0(d)) ∈ [0, 1]d, (α, ε) ∈ [0, 4]× [0, 1].

である．ある定数 λ ∈ (0, 1)が存在し，任意の nに対して |xn+1(i) − xn+1(j)| ≤ λ|xn(i) − xn(j)|
が成立するならば第 i座標と第 j 座標は同期（x(i) = x(j)）する．同期の組み合わせは，d次対称群
Sd によって表現することができ，σ ∈ Sd に対応する同期状態は

Hσ = {x ∈ [0, 1]d : x(i) = x(σ(i)), i = 1, . . . , d}

の元として解釈することができる．さらに，任意の x ∈ [0, 1]d と δ > 0に対して
ED(x, δ) = inf

σ∈Sd

{dimHσ : Hσ ∪Bδ(x) ̸= ∅}

を有効次元と呼ぶ．また，Hσ は GCMに対する不変集合でもあり，パラメータ (α, ε)に依存して安
定性が変化する．特に，ロジスティック写像の分岐パラメータ α が小さい領域や，結合係数 εが大
きい領域においては x(1) = · · · = x(d) を満たす不変集合 Hσ が安定となる．しかし，部分秩序相
(Partially ordered phase, 図 1) と呼ばれるパラメータ領域においては不変集合の横断リアプノフ指
数が正となる点が現れ，軌道が不変集合付近に滞在する安定状態と高次元空間をカオス的に遷移する
不安定状態を不規則に繰り返す（図 2）ことが知られており，このような現象をカオス的遍歴と呼ぶ．
しかし，GCMにおけるアトラクター痕跡に対する大域的な性質はよく分かっていない．そこで，

我々は有効次元のエントロピーによってアトラクター痕跡の安定性を数値的に評価した．
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図 1. GCMのダイアグラム 図 2. クラスター数の変動

3 アトラクター痕跡の安定性

図 3. 各 (α, ε) に対するアトラクター痕跡の安
定性

まず，同期によって形成されるクラスターについて整
理する．自然数 i, jに対して，同期を表す置換 σ ∈ Sdに
よって同値関係 i ∼ j を定義することができる．このと
きの同値類の数をM，各同値類の代表元を e1, . . . , eM

とおく．また，

Nσ
k := #{m = 1, . . . , d : ∃l ∈ N, s.t., k = σl(m)}

とおく．GCMの軌道 {xn}Nn=0 に対して，

σn(δ) := arg min
σ

{dimHσ : Hσ ∩Bδ(xn) ̸= ∅}

とすると，これは時刻 n，精度 δ におけるクラスターの
同期情報を表す．そして，Cn := (N

σn(δ)
e1 , . . . , N

σn(δ)
eM ) はM 個の各クラスターが持つ要素数を表す．

このとき，離散確率分布 (p1, . . . , pd)を

pi :=
#{n = 0, . . . , N − 1 : ED(xn, δ) = i, Cn = Cn+1}

#{n = 0, . . . , N − 1 : Cn = Cn+1}
, i = 1, . . . , d

とする．この離散確率分布に対するエントロピー E = −
∑d

i=1 pi log pi を計算した（図 3）．結果と
して，カオス的遍歴が観測される部分秩序相においてエントロピーが高くなっている．特に，部分秩
序相 IIにおいて最も高くなっており，不変集合に対して負となる横断的リアプノフ指数が増加してい
ることに加えて，多くのアトラクター痕跡において回帰性も高まっていると考えられる．
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