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1  概要 

『石垣秘伝之書』は，熊本藩の穴太が城郭石垣の設計法を記した文書である．1680年に記され

た野口本[1]や，1743年に記された北川本[2]が知られ，両者の内容はほぼ同じとされる．本書で

示された反り曲線の設計法において，石垣の段数を無限にとった場合の曲線の式は既に導出され

ている[3][4][5]．しかしこの曲線は，段数が有限な場合の断面形状の頂点を厳密には通らない．

本研究では調和数の積分表示を用いることにより，頂点

を通る反り曲線の式が導出可能なことを示す． 

2  断面形状の頂点を通る反り曲線の式の導出 

 『石垣秘伝之書』の設計法に基づく石垣の断面形状は，

図 1 に示す開多角形DE଴Eଵ ⋯E௡ିଵOである．このとき，

E௞の座標をሺ𝑥,𝑦ሻとおくと， 
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ここで，調和数の積分表示より 

෍
𝑘െ 𝑖 ൅ 1
𝑛 െ 𝑖 ൅ 1

௞

௜ୀଵ

ൌ 𝑘 ൅ ሺ𝑘 െ 𝑛ሻቌ෍
1
𝑖

௡

௜ୀଵ

െ ෍
1
𝑖

௡ି௞

௜ୀଵ

ቍ

ൌ 𝑘 ൅ ሺ𝑘 െ 𝑛ሻ ቆන
1 െ 𝑠௡

1 െ 𝑠
𝑑𝑠

ଵ

଴
െ න

1 െ 𝑠௡ି௞

1 െ 𝑠
𝑑𝑠

ଵ

଴
ቇ   

ൌ 𝑘 ൅ ሺ𝑘 െ 𝑛ሻන
𝑠௡ି௞ െ 𝑠௡

1 െ 𝑠
𝑑𝑠

ଵ

଴
    ሺ2ሻ

(1)(2)より𝑘を消去して𝑥と𝑦の関係式を求めると 
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図 1 『石垣秘伝之書』に基づく断面形

状の決定方法（𝑛 ൌ 4の場合）と，断面

形状の頂点を通る反り曲線（赤色）
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E௡ିଵ, Oを通る反り曲線の式である．  

 ሺ3ሻの𝑎, 𝑏を，石垣の奥行き 𝑑 ൌ 𝑏 െ 𝑎 と，線分 DE଴の勾配 𝑔 ൌ
ℎ
𝑏
（初期勾配）を用いて書き 

直すと 
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である． 

3  段数を無限にとった場合の反り曲線の式との関係 

ディガンマ関数の漸近展開より，𝐵ଶ௜をベルヌーイ数とすると， 
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よって，(3)(4)において𝑛 → ∞とすると 
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となる．これは，段数を無限にとった場合の反り曲線の式[3][4][5]と等しい． 
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1  概要 

 筆者らは，正規，非正規な配置の特異な一般化ミウラ折りを定義し，それらのパターンの

数え上げや建築設計への応用などについて検討してきた[1],[2]等．正規な配置の一般化ミウラ

折りは，図1(a)のミウラ折りに代表されるように，自己交差を起こさず平坦に折り畳まれる．

正規な配置から双対的な操作によって得られる非正規な配置の一般化ミウラ折りは，折り畳

まれる過程で自己交差を起こし，筒型の立体的な形状になる．ミウラ折りから双対的な操作

によって得られる図 1(b)の砂時計パターンで，四辺形を退化させて三角形にすると，図 1(c)

の吉村パターンが得られる．その意味で，これまでの正規，非正規な配置の特異な一般化ミ

ウラ折りは，ミウラ折りと吉村パターンの間に群がっていると解釈できる．

(a) ミウラ折り (b)砂時計パターン (c)吉村パターン

図 1 ミウラ折り，砂時計パターン，吉村パターン

2 ミウラ折り（正規な配置） 

正規な配置の特異な一般化ミウラ折りは，円弧状，渦巻状ミウラ折り[1]など，数え上げると

26 パターン存在する[2]．これらは連動した折り畳み条件である式(1)を満たす．Kは各節点で

の挟角i, jを用いて式(2)で表される。正規な配置の一般化ミウラ折りは自己交差を起こさず

平坦に折り畳まれる．ミウラ折りの剛体平坦折り畳みシミュレーションを図 2 に示す． 

4 3 1 2 1 2 3 4( )( ) ( (1 1) )K K K K KK K K      ・・・(式 1)
1 cos cos

sin sin
i j

i j

K
 

 


 ・・・(式 2)

図 2 ミウラ折りの剛体平坦折り畳みシミュレーション 

双対的
操作

退化

吉村パターン

ミウラ折り

正規な配置

砂時計パターン

非正規な配置
四角形 三角形
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3 砂時計パターン（非正規な配置），吉村パターン（退化） 

 非正規な配置の特異な一般化ミウラ折りは，図 3 に示すように，正規な配置から，Unit3

と 4 で挟角 B と D を入れ替える双対的な操作で得られる．Huffmann Tessellation など，数

え上げると 17 パターン存在する．双対的な操作で得られた非正規な配置でも，式(3)に示す

ように K の値は変わらないため，連動した折り畳み条件の式(1)を満たす．縦方向の折れ線

は，折れの方向が同じになるため，筒状の立体的な形状に折り畳まれ，自己交差が起こる． 

   
   

1 cos cos
'

sin sin
i i

i i

K K
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  ・・・(式 3)  

     

(a) ミウラ折り↔砂時計パターン      (b) 渦巻き状ミウラ折り↔？ 

図 3 双対的な操作（正規↔非正規） 

砂時計パターンの剛体平坦折り畳みシミュレーションを図4に示す．吉村パターンは，砂

時計パターンで1辺の長さを0として，四角形を三角形に退化させることで得られる．吉村パ

ターンの平坦折り畳みシミュレーションを図5に示す．ここでは，1辺の長さを0に近い微小

な値に設定し，三角形に近い四角形としており，1自由度の折り畳み挙動である． 

 
図 4 砂時計パターンの剛体平坦折り畳みシミュレーション 

 

図 5 吉村パターンの剛体平坦折り畳みシミュレーション 
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A Gauge-Theory Framework for Graph Neural Networks
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1 Inroduction

We propose a graph neural-network layer that is exactly equivariant to both vertex per-

mutations Sn and an arbitrary compact gauge group Gc (e.g. SO(3), SU(3)). Following the

formulation of the lattice gauge theory [1], each edge carries a link variable Uij ∈ Gc; mes-

sages are formed by parallel ‒ transporting neighbour features Uijhj and then aggregated by

an order-independent sum. This ”parallel-transport layer” preserves symmetry without data

augmentation and exposes a discrete curvature Ωijk ≡ U
(L)
ij U

(L)
jk U

(L)
ki , allowing a lightweight

Yang–Mills regularizer. We prove that our network is equivariant [2] to both vertex permuta-

tions and 3-D rotations̶matching the rotation-equivariance of EGNN [3] while extending it

with exact permutation equivariance.”

2 Notations

We define the notations here. Let n, Sn, and Gc denote the number of vertices, symmetric

group acting on vertex labels, and compact Lie group capturing the continuous symmetry (e.g.

SO(3), E(d), SU(k)), respectively. G = Sn × Gc denotes the full gauge group, V , the feature

representation space on which Gc acts linearly (e.g. Rd for vectors, tensor irreps for higher types).

h
(ℓ)
i ∈ V denotes the feature (”node characteristic”) of vertex i at layer ℓ, and U

(ℓ)
ij ∈ Gc, the

link variable on edge j → i, i.e., the discrete parallel transport obtained from the continuous

connection:

U
(ℓ)
ij = P exp

(∫
γij

A(ℓ)
)
,

where P is referred to as the path-ordering operator. It holds that U
(ℓ)
ji = (U

(ℓ)
ij )−1. sij ∈ Rk

are gauge invariant edge scalars (distance, weight, etc.), and
⊕

, the commutative aggregator

(such as sum, mean, or max), We also introduce layer maps at the l-th layer:

ψ(ℓ) : V × V × Rk→V, ϕ(ℓ) : V × V →V, σ(ℓ) : V × V ×Gc × Rk→Gc,

where ψ(ℓ), ϕ(ℓ), σ(ℓ) are equivariant with respect to the action of Gc. We also use following

terms and notations.

■Gauge action. For (σ, r) ∈ Sn ×Gc, we define its action by

(σ, r) ·
(
Uij , hi

)
=

(
r Uσ−1(i)σ−1(j) r

−1, r hσ−1(i)

)
.

■Equivariance. Because ψ(ℓ), ϕ(ℓ), σ(ℓ) are equivariant and
⊕

is order independent, it holds

that

F (ℓ)
(
(σ, r)·(Uij , hj)

)
= (σ, r)·F (ℓ)(Uij , hj) l = 1, 2, . . . , L, ∀ (σ, r) ∈ Sn ×Gc.
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■Loss function. Let ŷ = ϱ
(⊕

i h
(L)
i

)
be the gauge invariant read-out after L layers, with ϱ being

an MLP. For a target y we combine the usual task loss Ltask with a Yang–Mills penalty:

L = Ltask

(
ŷ, y

)
+ λ

∑
C∈C3

∥∥ I − ΩC

∥∥2
F
,

where ΩC ≡ U
(L)
ij U

(L)
jk U

(L)
ki , and C3 is any chosen set of oriented 3-cycles, ‖ · ‖F the Frobenius

norm, and λ ≥ 0, a regularization coefficient. Note that ΩC = I ∀C means that the discrete

connection is flat.

■Layer map F (ℓ) : (U (ℓ), h(ℓ)) 7→ (U (ℓ+1), h(ℓ+1)). It is defined as follows:



m
(ℓ)
ij = ψ(ℓ)

(
U

(ℓ)
ij h

(ℓ)
j , h

(ℓ)
i , sij

)
,

M
(ℓ)
i =

⊕
j ̸=im

(ℓ)
ij ,

h
(ℓ+1)
i = ϕ(ℓ)

(
h
(ℓ)
i , M

(ℓ)
i

)
,

U
(ℓ+1)
ij = σ(ℓ)

(
h
(ℓ)
i , h

(ℓ)
j , U

(ℓ)
ij , sij

)
(l = 1, 2, . . . , L).

(1)

3 Main Result

Theorem 1. Let (U (ℓ), h(ℓ)) 7→ (U (ℓ+1), h(ℓ+1)) be the update defined by equations (1) with maps

ψ(ℓ), ϕ(ℓ), σ(ℓ) prescribed and a commutative aggregator
⊕

. Then, for every permutation σ ∈ Sn

and every group element r ∈ Gc,

F (ℓ)
(
(σ, r)·(U (ℓ), h(ℓ))

)
= (σ, r)· F (ℓ)(U (ℓ), h(ℓ)).

Hence the full network obtained by stacking these layers is Sn×Gc ‒ equivariant.
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