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1 はじめに
現実問題の多くが持つ質量保存性・局所組成保存性や全エネルギー減少性などの性質を再現する構

造保存数値解法は発展著しいが、計算量等の問題も抱える．そこで異なるアプローチとして粒子法の
適用を考える．保存系時間発展問題は、連続の式の適用で (構造保存の枠組みの導入の可能性を鑑み
た) Voronoi分割に基づく粒子法を適用可能である．さらに非保存系 (Allen–Cahn方程式など)に粒
子法適用手法を拡張する．その過程で，粒子法と有限体積法のハイブリッドともいうべき数値解析法
が数学的に自然に考えられること、さらにそのハイブリッド比率を自由に調整可能なことを見出し
た．実例を交えて紹介する．

2 保存系時間発展問題への粒子法適用
保存系、いわゆる連続の式 ∂u/∂t + div(uv) = 0 が成り立つ系への粒子法適用は容易である．た
だし u = u(x, t) は系の密度であり，v = v(x, t) は系の粒子速度である．そして，系の支配方程式を

∂u

∂t
= (−1)M+1∆M δG

δu
, M ≥ 0. (1)

と想定する．なお以降は一般性を失わない範囲で M = 1 とする．この対象 (1) に連続の式を適用し
次の式を得る．

v = −
(
1

u

)
grad

(
δG

δu

)
(2)

あとはこの式に粒子法を適用すれば良い．具体的な粒子法スキームの設計には、(2) 右辺の
grad (δG/δu) 部分を離散化する必要がある．よく知られた SPH 法や MPH 法ではなく、構造
保存に繋がる可能性を鑑みて、粒子位置を母点とした Voronoi空間分割に基づき粒子の密度を定義
し，微分作用素を有限体積法的に離散化する．具体的には，粒子 i の位置が母点な Voronoi 領域を
Ωi に対し，その上で密度 ui を ui

def
= m/ |Ωi| と定義する (いったん、粒子重さ m は定数とする)．

離散化した微分作用素については，たとえば以下のような定義を用いる．

(gradcovd ϕ)i
def
=

1

|Ωi|
∑
j∈Ni

ϕ(i,j)nijrij , (∆cov
d ϕ)i

def
=

1

|Ωi|
∑
j∈Ni

(
ϕj − ϕi

lij

)
rij .

ただし，母点 i に対し 隣接母点集合を Ni，隣接母点までの距離を lij , 隣接母点 j との間の境界面
大きさを rij , その境界面での外向き法線ベクトルを nij とする．
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図 1. ハイブリッド解法を 1次元 Allen–Cahn方程式に適用した数値解の様子

例: Cahn–Hilliard 方程式への適用: (パラメータ p, q, r である)Cahn–Hilliard 方程式に適用す
ると、下記のような常微分方程式となる (i は粒子番号)．

dxi

dt
= −|Ωi|

m

(
gradcovd

δG

δu

)
i

, (3)(
δG

δu

)
i

= pui + 4r(ui −
1

2
)3 + q(∆cov

d u)i. (4)

3 非保存系への拡張
拡張として、連続の式の div(uv) に相当しない項に「粒子重さが変化する」方程式を割り当てる
ことを考える．たとえば Allen–Cahn方程式のように ∂u/∂t = P (u) + c∆u という方程式 (ただし
P (u) は u の多項式、c は定数)に対し、次の “密度 u–質量m–速度 v” 方程式を想定する (ただし、
∆Ω は粒子の支配領域大きさ)．

∂u

∂t
=

1

∆Ω

dm

dt
− div(uv). (5)

すると最終的な 粒子法-有限体積法 スキームは次のように整理される．
dx

dt
= −

( c

u

)
grad(u),

dm

dt
= P (u)∆Ω.

(6)

これは第一式が粒子法で第二式が有限体積法であり、いわゆるハイブリッド解法となっている．さら
に、項の対応関係には制限は無く、このハイブリッド比率等も (原理的には)変更が可能である．

1次元問題への適用例: 上に述べたハイブリッド解法を Allen–Cahn方程式で空間が 1次元の場合
に適用してみた結果が図-1 である．詳細は省略するが、本解法が適切な近似解を出力し、かつ、粒子
法の低密度状況における精度低下問題の回避が見てとれる．ハイブリッド比率を変えて計算した数値
解も得られており、それらについても講演時に紹介したい．
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1 概要
物理現象の予測および数値解析を高速に行うための技術として機械学習が着目されている。筆者ら

によってこれまでに、数値解析手法を導入した機械学習モデルによって学習していない条件に対して
も高精度に予測することが可能であることが実証されてきた [1, 2, 3]。これらの手法は偏微分方程式
の微分演算からくる情報伝播の局所性を利用しており、系の大域的な特徴に依存していないため、解
析領域形状といった大域的な特徴が変化しても精度が劣化しにくい。一方で、これらの手法は、その
局所性ゆえに、非圧縮性流れなどに顕著に見られる大域的な相互作用を捉えにくく、大域的な情報伝
播のためには既存の数値解析手法と同様に反復的な計算を多く行う必要があり、高速化の度合いも限
定的になってしまうことがある。
そこで、本研究では、さまざまな条件で行った既知の数値解析データからわずかに条件が異なる未

知の入力について、高速に解を予測する手法を検討する。特に、条件が近い既知のデータを何らかの
意味で補間することによって、それらの情報を最大限効率的に活用することを考える。
具体的には、d 次元領域 Ω ∈ Rd において k 個の異なる条件 (例えば、埋め込み境界法における

個体領域の分布) の集合 Θ の元 θ1, . . . , θk ∈ Θ に対して数値解析結果となる流れ場の集合 U の元
uθ1 , . . . , uθk ∈ U が与えられているとする。すなわち、下記のような k 個の既知データがあると仮
定する:

uθ1 : Ω → Rd, (t, x) 7→ uθ1(t, x) (1)

uθ2 : Ω → Rd, (t, x) 7→ uθ2(t, x) (2)

... (3)

uθk : Ω → Rd, (t, x) 7→ uθk(t, x) (4)

この既知データをもとに、未知の条件 θtarget に対応する流れ場

uθtarget : Ω → Rd, (t, x) 7→ uθtarget(t, x) (5)

をよく近似する予測

ûθtarget := Average
[
{{(uθi , ρ(θi, θtarget)}}

k
i=1

]
(6)

を求める問題を考える。ただし、ρ : Θ×Θ → R は入力条件間の適当な距離関数、{{·}} は多重集合、
Average は U ×R 上の多重集合全体の集合から U への写像であって何らかの意味における平均操作
である。本研究では、この ρ および Average を適切に定めることによって、精度の高い補間の実現
を目指す。
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Average の候補として第一に思いつくのは単純な平均操作であるが、単純な平均操作では想定され
た補間操作がなされない場合がある。例えば、1 次元における下記のような状況を考える:

uθ1(x) = sin(x) (7)

uθ2(x) = sin(x+ δ) (8)

uθtarget(x) = sin(x+ δ/2) (9)

これは、位相のずれの意味で uθtarget が uθ1 と uθ2 の中間に位置することから、位相のずれの意味で
の補間問題と考えられる。しかし、単純な平均操作では

ûsimple
θtarget

:=
uθ1 + uθ2

2
= cos(δ/2) sin(x+ δ/2) (10)

となりその誤差は
uθtarget − ûsimple

θtarget
= (1− cos(δ/2)) sin(x+ δ/2) (11)

であるから、位相のずれ δ が大きい場合誤差が大きくなる。
そのため、我々は分布間の自然な補間を表現できる最適輸送に着目し、このような補間問題の高精
度化を目指す。最適輸送とは、与えられたコスト関数のもとで、ふたつの確率測度間のコストがなる
べく小さくなるように輸送を定める問題であり、確率測度間の距離の定義や形状の変形に適用されて
いる [4]。また、コスト関数を L2 距離に設定した最適輸送は移流方程式に帰着させられることが知
られており [5]、この定式化もあわせて検討する。

謝辞 本研究は、JSPS 科研費 23KK0182、24K22300、NEDO ディープテック・スタートアップ支
援事業 JPNP23019、防衛装備庁安全保障技術研究推進制度 JPJ004596 の支援を受けたものである。
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1 概要
拘束条件をもつベクトル場の波動方程式に対して, 構造保存型数値計算手法を用いた高精度数値計

算を行う. ここでは, 正準形式での発展方程式及び拘束条件式の連立方程式系を対象とする. 拘束条

件をもつために, 大域保存量である Hamiltonian密度の全空間積分量に加え, 局所保存量を共に保存

する数値計算を行い, その結果を紹介する.

2 導入
波動方程式は波の現象を表す方程式であり, 電磁波や重力波などの現象を記述する方程式として知

られている. これまでにスカラー場に関する曲がった時空における波動方程式の高精度数値計算手法

を行ってきた [1, 2]が, 電磁波や重力波を記述する方程式はそれぞれベクトル場及びテンソル場で表

現される. そのため, これらの高精度な数値計算手法を確立するために, 今回ベクトル場に対する波動

方程式を対象とする.

スカラー場とベクトル場における違いは発展変数の数である. 対象とする方程式系は対称性を有

する場合が多く, 発展変数間に拘束条件を有する場合がある. スカラー場に対する高精度な数値計算

を行う際に, これまで正準形式を用いて空間大域的な保存量に相当する Hamiltonian 密度の空間積

分量を拘束条件とみなして, この量を保存するようにして構造保存型数値計算手法を用いて計算を

行った. 一方でベクトル場の場合にはMaxwell方程式の Gaussの法則のような局所的保存量を持つ

ことがあり, この量を持つ方程式の正準形式を対象とする場合には, この局所保存量と大域保存量の

Hamiltonian密度の空間積分量の両方を満たす構造保存数値計算を行う必要がある.

3 発展方程式系
発展変数を Aµ とする Lagrangianが次で与えらえる方程式を対象とする (参考 [3]).

L := − 1

4p1
(∂µAν − ∂νAµ)(∂

µAν − ∂νAµ) +
p2
2
AµAµ +

1

2λ
(∂µA

µ)(∂νA
ν) + p3A

µiµ. (1)

p1 ̸= 0, p2, p3 は定数, λ ̸= 0 はスカラーである. iµ は外力を表し, 連続の方程式 ∂µi
µ = 0 を満たす

とする. この Lagrangianは Proca方程式の Lagrangianに発展変数の発散項を Lagrange乗数とし

て付加したものとなっている. このとき, Aµ と λ に関する Euler–Lagrange方程式から

1

p1
(∂ν∂

νAµ − ∂µ∂νA
ν) + p2A

µ + p3i
µ − 1

λ
(∂µ∂νA

ν) = 0, (2)

∂µA
µ = 0 (3)

が得られる. A0 の共役運動量 Π0 は

Π0 =
1

λ
∂0A

0 +
1

λ
(∂mAm). (4)
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Ai の共役運動量 Πi は

Πi =
1

p1
(∂0Ai + ∂iA

0). (5)

λ の共役運動量 πλ は

πλ = 0 (6)

となるため, λ は発展変数ではない. Hamiltonian密度は

H =
λ

2
Π0Π0 −Π0(∂mAm) +

p1
2
ΠmΠm −Πm(∂mA0) + p3i

0A0 − p3imAm

+
1

4p1
(∂mAn − ∂nAm)(∂mAn − ∂nAm) +

p2
2
A0A0 − p2

2
δmnA

mAn (7)

であり, 正準方程式は

∂0A
0 = λΠ0 − ∂iA

i, (8)

∂0Π0 = −p3i
0 − p2A

0 − ∂iΠ
i, (9)

∂0A
i = p1Π

i − ∂iA0, (10)

∂0Πi = p3ii + p2Ai − ∂iΠ
0 +

1

p1
(∂j∂

jAi − ∂i∂jA
j), (11)

C1 = Π0 ≈ 0, (12)

C2 = −p3i
0 − p2A

0 − ∂iΠ
i ≈ 0. (13)

ここで, ≈ 0 は weak equalityといい, 拘束条件すべてが成り立つときにのみ等号が成立するという

意味で用いている.

C1 = Π0 の時間発展は

∂0C1 = C2 (14)

であり, C2 の時間発展は

∂0C2 = −p3λC1 + ∂i∂
iC1 (15)

と拘束条件とその空間微分の線型和で表現される.

講演では, この方程式系の構造保存数値計算の結果の紹介を行う予定である. また, 可能であれば非

線型 Klein–Gordon 方程式とのカップリングを行うなどの非線型効果の影響を考慮した数値結果も

紹介する予定である.

謝辞 本研究にあたり, 科研費 (課題番号:24K06855, 24K06856) の助成を受けた.
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1  固体境界が埋め込まれたナビエ・ストークス方程式 

領域境界を関数等値面（Level-set）で表す手法は画像処理，CAD の各種演算や界面の数理

モデルなどに広く応用される．Oshima[1.2]はこれを流れ方程式に適用して，物体まわりの流

れを解にもつように改良したナビエ・ストークス方程式（Immersed-Boundary Navier-Stokes）

を以下のように提案した． 

డఌఘ

డ௧
+ 𝜵 ⋅ (𝜀𝜌)𝒖 = 0 (1) 

డఌఘ𝒖

డ௧
+ 𝜵 ⋅ (𝜀𝜌𝒖)𝒖 + 𝜵 ⋅ 𝜀(𝑝𝑰 − 𝚺) − 𝑝𝜵𝜀 − 𝜀𝒇𝒘 = 𝟎  (2) 

డఌா

డ௧
+ 𝜵 ⋅ 𝜀(𝐸 + 𝑝)𝒖 − 𝜵 ⋅ 𝜀𝚺𝒖 − 𝜵 ⋅ 𝜀𝒒 − 𝑝𝜵𝜀 ⋅ 𝒖 − 𝜀𝒇𝒘 ⋅ 𝒖 − 𝜀𝑞௪ = 0 (3) 

𝑝 = (𝛾 − 1) ቀ𝐸 −
ଵ

ଶ
𝜌|𝒖|ଶቁ = 𝜌R𝑇 (4) 

ここで，変数𝜀は物体境界近傍で固体 0 から流体 1に急峻かつ滑らかに変化する関数とし，そ

の中間値(0.5)等値面が物体壁境界の形状を表す．物理変数（速度𝒖，圧力𝑝，密度𝜌，全エネ

ルギー𝐸，温度𝑇）は境界，固体を含む全領域に定義され，流体部（～1）において物体まわり

流れを与えると考える．密度一定とし式(3)(4)を除く非圧縮性近似では，式(1)(2)より圧力

ポアソン式を導出して，MAC 法など従来解法で数値的に求解できる．

 固体が存在する影響は薄い境界領域（0<ε<1）において実質的な流体密度が𝜀𝜌により減少

することで表されており，これが流れを物体から排除する圧力応力を与える．さらに，固体

と流体との粘性拡散による運動量およびエネルギー交換を表す壁面関数𝒇𝒘および𝑞௪は薄い

境界領域に体積力として与えられ，境界厚さΔ，粘度𝜇，熱伝達率𝜅とした次元解析により  

𝜀𝒇𝒘 = −𝛼𝜇 ቄ
ఌ(ଵିఌ)

୼
ቅ

ଶ
𝒖,     𝜀𝑞௪ = 𝛽𝜅 ቄ

ఌ(ଵିఌ)

୼
ቅ

ଶ
(𝑇௪ − 𝑇) (5) 

と近似する．ここで，パラメータ𝛼, 𝛽=0 がノイマン条件（速度 slip，断熱），𝜀定義に応じた

正定数(𝜀 = {tanh(𝜉 Δ⁄ ) − 1} 2⁄ （𝜉:符号付距離関数）のとき 32)がディレクレ条件を近似する． 

 非圧縮性流れの検証例として翼形および円柱 2 次元および球 3 次元流れ，計算格子に傾き

をもつ平行チャンネル流れ[1,2]，複数の移動物体まわり 2 次元流れ[3]など，また，圧縮性

流れでは円柱前方の離脱衝撃波の予測[4]が示されている． 
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2  画像駆動流れシミュレーション 

 物体形状がデジタル画像データで与えられるとき，境界を等値面にもつ滑らかなε分布の

算出には画像処理におけるフィルタ操作が有用である．界面原点のステップ関数に法線方向

1 次元フィルタ操作を適切なフィルターカーネルによって施すと近傍の符号付距離関数やそ

の単調関数が算出され，これを２，３次元に拡張適用すると滑らかな曲面近傍のε分布が近

似的に導出できる [5]．デジタル画像や医療 CTのように画像格子が規格的であれば，これを

シミュレーション計算格子とみなして物体形状を表すε分布を求めるためのフィルタ操作は

汎用ソフトウェアで高速に実行できる． 

 3 次元画像例として複雑形状（機械装置）をレーダ計測して得た二値化データの適用例を示

す．ここでは、①計測された点群データから１辺 256 分割の３次元等間隔格子上に固体と背

景（流れ場）領域を区別する二値が与えられ、②フィルター操作によってε分布を得ている． 

    詳細部形状再現と流れの可視化 

図 1 3 次元形状のレーダ計測からε分布の導出および詳細部の流れ可視化 

3  まとめ 

物体埋め込みナビエ・ストークス方程式を用いることで，格子生成や物体境界条件の補間

などの従来の流れシミュレーションにおいて汎用化・高速化を妨げていた前処理工程が「画

像処理」で規格化され，画像データから直接駆動する流れシミュレーションが構築された．

これによって，入力（画像データ）から中間処理（流れ解析）を経て出力（可視化画像）に至

るすべての情報と工程が同じデジタル画像のデータ規格にて離散化されることになり，数値

解析の全工程を対象にした並列／GPU 処理高速化，AI を含むデータ解析，最適化／逆解析な

どに大きな利点となると考える．  
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