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1 はじめに
データ駆動力学系モデリングは，観測された時系列データのダイナミクスを再現する力学系モデル

を構築する手法である．今回は特にカオス性を持つダイナミクスのモデリングに焦点を当てる．構築
したモデルがダイナミクスを再現していると断言するためには，軌道の再現だけでなく，リアプノフ
指数などの力学系構造も再現していることを確認する必要がある．ただし，多くの応用ケースにおい
て長期を含む軌道が再現されていれば十分であり，必ずしもダイナミクスを完全に再現する必要はな
いことに注意されたい．データ駆動力学系モデリングの手法の一つに RfR（Radial function based

Regression）法がある [1]．RfR法はスカラー時系列データから物理的解釈可能な変数だけを用いて，
常微分方程式としてモデルを構築する手法である．偏微分方程式や遅延微分方程式などから生成さ
れる時系列データに対しても有効である．また，構築されたモデルの長期軌道が発散する場合にも，
Stagger and Step 法を用いることで元のダイナミクスを再現する発散しない長期軌道を生成するこ
とが可能である [2]．RfR法によって構築されたモデルは，軌道を再現しているが，負のリアプノフ
指数を再現できていないことがある [1, 3]．軌道の再現には非負のリアプノフ指数を再現することが
肝要であり，負のリアプノフ指数を再現することは必須ではない．本研究では，全てのリアプノフ指
数を再現しているモデル (完全モデルと呼ぶ)とそうでないモデル (不完全モデルと呼ぶ)の違いを幾
何学的構造の観点から解析する．
2 RfR法によるデータ駆動力学系モデルの構築
RfR 法は 3 ステップでモデルを構築する．詳しい手順は [1, 2] を参照されたい．はじめに，
スカラー時系列から高次元のモデル変数 X を時間遅れ座標を用いて作成する．次に，作成した
変数 X の時間微分値を Taylor 近似を用いて推計する．最後に回帰を用いて，モデルを構築す
る．その際，次の形でモデルを定義する：dX(t)

dt
= F(X(t))．ここで，F の第 k 成分である Fk

は Fk(X) := β̃
(k)
0 +

∑

d=1,··· ,D β̃
(k)
d Xd +

∑

j=1,··· ,J β̃
(k)
D+j ϕj(X) であり，β̃

(k) はデータから推定
されるべきパラメータで ridge 回帰 (正則化パラメータを α と表す) によって推計される．β̃

(k)

を決定する際，推計した時間微分値を目的変数に用いる．また，ϕj はガウス型動径基底関数
ϕj(X) = exp

(

−||X−cj ||
2

σ2

) であり，cj は基底関数の中心点，σ は基底関数の幅を規定するパラメー
タである．中心点 cj はデータが存在する領域を覆うように格子状に配置される．
3 結果
分析対象として Lorenz系 (dx

dt
= 10(y − x), dy

dt
= x(28− z)− y, dz

dt
= xy − 8

3z)を用い，6次元の
データ駆動モデルを構築する．完全モデルにおいて，対象となるダイナミクスは 6次元空間における
3次元多様体上に埋め込みとして再現されていると期待される．実際，長期軌道から再現された不変
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図 1. リアプノフベクトルと接空間のなす角の分布．パネル Aに，構築されたモデルの幾何学的イメージを示している．低次
元多様体上にダイナミクスが再現されており，その接空間とリアプノフベクトルのなす角を調べることでそのリアプノフベク
トルが横断方向を向いているかを判定する．パネル Bに，異なる正則化パラメータを用いて構築した 2つのモデル (完全モデ
ルと不完全モデル) の不変密度分布を示している．どちらも元の分布を再現しているが，完全モデルの方が精度が高い．パネ
ル C に，各リアプノフ指数ごとのリアプノフベクトルと接空間のなす角の分布を示している．本来の系に存在しないリアプ
ノフ指数はゴーストとしている．角度を計算する際，軌道の進行方向である中立方向は除外している．両方のモデルでゴース
トは横断方向を向いており，不完全モデルでは負のリアプノフ指数であるべきリアプノフ指数も横断方向を向いていることが
わかる．
集合のボックスカウンティング次元は 3を超えていない．そこで，局所的な (不)安定多様体を張る
リアプノフベクトルと多様体の関係性を調べる．軌道に沿った各点のリアプノフベクトルと多様体の
接空間のなす角の分布を図 1に示している．完全モデルにおいて，本来の系に存在するリアプノフ指
数に対応するリアプノフベクトルは接空間上に存在しているが，本来の系に存在しないリアプノフ指
数に対応するリアプノフベクトルは接空間上に存在しないことがわかる．このことから，完全モデル
では，元のダイナミクスは 6次元空間における 3次元多様体上に埋め込まれていると言える．また，
不完全モデルにおいては，本来の系に存在する負リアプノフ指数となるべきリアプノフ指数に対応す
るリアプノフベクトルが接空間上に存在しないことから，元のダイナミクスは 6次元空間における 3

次元多様体上に埋め込まれていないことがわかる．この埋め込み構造は，RfR法に限らず，広くデー
タ駆動力学系モデリングにおいてダイナミクスが再現されているかを左右する要素と考えられる．
謝辞 本研究は科研費 (課題番号 :22K17965，25H01469) と JHPCN (課題番号 :jh250021)の助成
を受けたものである。
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1 はじめに
ハミルトン方程式は力学系や場の理論など，様々な分野における重要な数理モデルであり，エネル

ギー保存やシンプレクティック構造といった物理的な保存則を持つ [1]．このような構造を持つ系を
ニューラルネットワークで高精度かつ長期安定にモデル化することは，近年盛んに研究されている課
題である．特に，その中，Hamiltonian Neural Networks（HNNs）や Symplectic Neural Networks

（SympNets），Symplectic Neural Flow（SNF）などは，シンプレクティック構造を保つニューラル
ネットワークモデルとして知られている [2, 3, 4]．ただし，これらの手法は，特定のハミルトニアン
を持つ系に対する学習を主な目的としているが，現実の応用において，複数の異なるハミルトン系を
同時に扱う必要がある場合も多い．そこで，本研究では，SympNetsをベースに改良を行い，複数の
ハミルトン系を同時にモデリング可能なニューラルネットワークモデルを提案する．具体的には，各
ハミルトニアンから特徴抽出を行うことでパラメータ化し，それらをニューラルネットワークの入力
とすることで，異なる系に対する挙動の一般化を目指す．

2 ハミルトン系と Symplectic Neural Networks

ハミルトン系は以下の方程式で記述される：

dq

dt
=

∂H(q, p)

∂p
,

dp

dt
= −∂H(q, p)

∂q
, (1)

ここで，q = q(t) ∈ Rn は位置，p = p(t) ∈ Rn は運動量，H(q, p) ∈ Rは系のエネルギー関数，ハミ
ルトニアンである．この系は，シンプレクティック構造と呼ばれる幾何学的性質を持ち，この構造を
保つことによってエネルギーなどの物理量が保存される．すなわち，時間発展の写像 Φt はシンプレ
クティック写像である必要がある：

Φ∗
tω = ω, (2)

ここで ω = dq ∧ dp はシンプレクティック形式を表す．この性質を数値的に保つため，シンプレク
ティック積分法 [5]や，ニューラルネットワークを用いたシンプレクティックモデルの研究が進んで
いる．その中，SympNetsは，通常のニューラルネットワークとは異なり，ネットワーク自体が構造
的にシンプレクティック写像を近似するように設計されている．例えば，まず運動量 pを更新し，そ
の後に更新された pを用いて位置 q を更新する．更新式は以下の通りである：

p(t+1) = p(t) −∆t∇qS
(t)
θ (q(t)), q(t+1) = q(t) +∆t∇pT

(t)
θ (p(t+1)), (3)

ここで，S
(t)
θ , T

(t)
θ はスカラー関数で，ニューラルネットワークによってパラメータ化が可能である．

日本応用数理学会 2025年度 年会 講演予稿集 (2025-09-02/04) Copyright (C) 2025 一般社団法人日本応用数理学会

3B-3-2　[正会員主催OS] 機械学習の数理(1)



3 提案手法：複数のハミルトン系の同時学習
本研究では，ニューラルネットワークの構造において SympNets を基礎にしつつ，複数のハミ

ルトン系に対する共通のモデルを学習するための手法を提案する．提案モデルでは，例えば，複数
のハミルトン系に対して，それぞれのハミルトニアン関数をチェビシェフ多項式で近似し，その係
数をニューラルネットワークの入力情報を用いる．まず，それぞれの系に対応するハミルトニアン
H(i)(q, p) (i = 1, · · · , I)を，チェビシェフ多項式の基底により以下のように近似する：

H(i)(q, p) ≈
k∑

j=1

c
(i)
j Tj(q, p). (4)

ここで各 Tj(q, p)は多項式，c
(i)
j ∈ Rは i番目の系の第 j 番目の係数である．したがって，全体とし

て I 個ハミルトニアンの情報は，以下のような係数ベクトル c ∈ RIk に表される：

c = (c
(1)
1 , · · · , c(1)k , c

(2)
1 , · · · , c(2)k , · · · , c(I)1 , · · · , c(I)k ). (5)

入力として，系の初期状態 u0 = (q0, p0)およびハミルトニアン係数ベクトル cを用い，次時刻の状
態 q1, p1 を予測するように関数 Fθ を学習する：

(q1, p1) = Fθ(q0, p0, c),

ここで，Fθ は学習された複数のハミルトン系に対応する SympNetsである．
この拡張により，ネットワークは複数の異なる力学系にわたって統一的に時間発展をモデル化する
ことが可能になる．数値実験結果については，当日，報告する．
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プリミティブ方程式に対するナッジング型データ同化の数学的側面
について
Nudging-type data assimilation for the primitive equations

古川　賢 1

1 富山大学学術研究部理学系
e-mail : furukawa@sci.u-toyama.ac.jp

Ω = T2 × (0,−1)を層状領域する．プリミティブ方程式は大気や海洋などの薄い 3次元領域内の流
体運動を記述し，次で与えられる．

∂tv −∆v + u · ∇v +∇Hp = f in Ω× (0, T ),
∂3p = 0 in Ω× (0, T ),

div u = 0 in Ω× (0, T ).
(1)

ただし、u(x, t) = (v(x, t), w(x, t)) = (v1(x, t), v2(x, t), w(x, t))は 3次元のベクトル場, p(x, t)は圧
力を表すスカラー値関数, f は外力，∇H = (∂1, ∂2)

T とする. 速度場の鉛直成分 w は, (1) 第 3 式
より

w(x′, x3, t) =

∫ x3

−π

divH v(x′, z, t)dz

(x′ = (x1, x2), divH = ∇H ·)で与えられる. 上境界では Neumann境界条件，下境界では Dirichlet

境界条件を課す．プリミティブ方程式に対しては，Sobolev空間 H1 における (1)の時間大域適切性
は Cao-Titi [2]によって解決されている．
データ同化は, モデルと観測を組み合わせることによって，精度の良い予測値を得る手法として用
いられ，主に気象の予測に関連して発達してきた. 気象予報などでプリミティブ方程式に基づく数理
モデルと数値シミュレーションにより現実の物理現象を推定することが必要となるためである．リア
ルタイム性が求められる気象予報では，3D Navier-Stokes方程式より計算コストが低いプリミティ
ブ方程式の方が実用的である．物理現象を完全に説明可能な数理モデルを構築できたと仮定しても，
偏微分方程式の解を求める場合には初期値・境界条件・外力などを完全に決定する必要があるが，こ
れらの条件を完全に決定することは不可能であるため，観測値を用いる必要がある．数学的には，推
定したい解 uに対して観測値 Jδuと uがある力学系の解になっているという知見から uを推定する
問題となる．ここで，観測作用素 Jδ は

∥Jδφ− φ∥L2(Ω) ≤ Cδ∥∇φ∥L2(Ω), φ ∈ H1(Ω),

なるルベーグ空間 L2 上の有界作用素である．なお，Hm はソボレフ空間を表す．また，ここで推
定するということの意味は，u(t) に時間無限大で漸近するデータ同化方程式の解 ũ(t) を構成する
ということである．近年, Azouani ら [1] によってデータ同化に対する数学的枠組みが整備された．
Azouaniらの手法では, 方程式に uに収束させる強制力を組み込んだ近似方程式を作ることで，推定
値を構成している (ナッジングと呼ばれる). 彼らは, 3D Navier-Stokes方程式の弱解 uに対して，任
意の初期値に対するデータ同化による近似方程式の解は，時間無限大で uに指数関数オーダーで L2-

収束することを示した. Pei[3]はプリミティブ方程式の解に対して，Azouaniらと同様に L2 収束す
るデータ同化近似解を構成した．講演者 [4]は，外力に強い減衰条件を課した上で Peiの結果を最大
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正則性のクラスに一般化した．プリミティブ方程式に対するデータ同化 (DA)方程式は次である．
∂tṽ −∆ṽ + ũ · ∇ṽ +∇H π̃ = Mδf + µ(Jδv − Jδ ṽ)

∂3π̃ = 0,

div ũ = 0,

ṽ(0) = ṽ0.

(2)

ここで，µ > 0は十分大きいパラメータであり，Mδf = 0またはMδf = Jδf である．前者は，外力
を知っている状態に相当し，後者は外力が観測によって概ねわかっている状況を意味する．

1 主結果とその証明の概略
定理 1.1 ([5]). Mδf = 0とする．0 < θ < α < 1，v0, ṽ0 ∈ H1

σ(Ω)とする．外力 f は次を満たすと
する

f ∈ BC([0,∞);H1(Ω)2) ∩ Cα((0,∞);H1(Ω)2), ∂tf ∈ L2
loc(0, T ;L

2(Ω)2).

初期値 v0，外力 f に対するプリミティブ方程式の解 v は次を満たすとする
v ∈ BCθ(0,∞;H2

σ(Ω)), ∂tv ∈ Cθ(0,∞;L2
σ(Ω)).

ある定数 C1, C2 > 0が存在し v に対し次を仮定する
1 + sup

0<t<∞
∥v(t)∥4H2 ≤ Cµ, µδ ≤ C.

この時，ある µ ≥ µ∗ ≥ µ/4と DA方程式の解 ṽ が存在して次を満たす
∥∂tv(t)− ∂tṽ(t)∥L2 , ∥v(t)− ṽ(t)∥H2 = O(e−µ∗t). (3)

Mδf = Jδf の場合は (3)の収束が安定性に置き換わる．つまり，v(t)− ṽ(t)は H2 の位相で δ-近
傍に収まる．証明ではアプリオリ評価と発展作用素を用いる．

謝辞 本研究は科研費若手研究 (No. 22K13948)の助成を受けたものである. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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1 概要
リザーバーコンピューティングと呼ばれる機械学習手法が決定論的ダイナミクスの時系列モデリ

ングに有効であることが明らかになってきた [1, 2, 3]。リザーバーコンピューティングなどのニュー

ラルネットワークを用いた学習では中間層に現れる高次元ベクトルと入力ベクトルが同期すること

[3, 4, 5]が重要であると考えられている。本講演ではリザーバーコンピューティングに現れる高次元

空間に注目し、訓練データのダイナミクスがどのように再現されるかをリアプノフ指数などの観点か

ら明らかにする。

2 リザーバーコンピューティングの概要
力学系 φn+1 = f(φn) の変数 u = h(φ) ∈ R

M について考える。ある時刻までの入力ベクトル u

を用いてリザーバーベクトル r ∈ R
N (N ≫ M)を次のように定める:

r(t+ 1) = tanh(Ar(t) +Winu(t) + ξ1).

ただし、A, Win はランダム行列で、1はすべての成分が 1の N 次元ベクトルを意味する。このよ

うに定めたリザーバーベクトル r(t)と入力ベクトル u(t)が u(t) ≈ Woutr(t)という関係になるよう

にM ×N 行列Wout を定める。ここでは最小化問題 arg min
∑

L

t=0
∥u(t)−Woutr(t)∥を解くこと

によって決定し、得られた最小解をW
∗

out とする。これらの手順で決定した行列 A, Win, W
∗

out を

用いて次の力学系を考える：

r(t+ 1) = tanh(Ar(t) +WinW
∗

outr(t) + ξ1). (1)

以下では力学系 (1)をリザーバーモデルと呼ぶ。

本講演では行列Win はすべて共通の行列を用いる。スペクトル半径が 1のランダムな行列 A
′ を

一つ固定し、A = ρA′ となるように行列 Aを設定する。このとき、行列 Aのスペクトル半径は ρ

になる。各々の行列Aに対して行列W
∗

out を定める。

3 結果
エノン写像 xn+1 = 1 − 1.4x2

n
+ yn, yn+1 = 0.3xn について考える。変数 u(n) は u(n) =

(xn, yn)
T となるように設定し、行列 A のスペクトル半径 ρ ごとにリザーバーモデルを構成する。

それぞれのリザーバーモデルの上位 5つのリアプノフ指数を計算する (図 1)。
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図 1. スペクトル半径 ρ とリザーバーモデルの上位 5 つのリアプノフ指数との関係 λi はリザーバーモデルの第 i リアプ
ノフ指数、Λi はエノン写像の第 i リアプノフ指数を表す。エノン写像の第 1 リアプノフ指数 Λ1 は 0.419、第 2 リアプノ
フ指数 Λ2 は −1.623 である。スペクトル半径 ρ によらず λ1 ≈ Λ1 である。また、ρ < 0.03 のとき λ2 ≈ Λ2 であるが、
0.03 < ρ < 0.1のとき λ3 ≈ Λ2 である。

スペクトル半径 ρによらずエノン写像の正のリアプノフ指数は再現している。また、スペクトル半

径 ρが 0.3以下の場合はリザーバーモデルの第 2リアプノフ指数 λ2 はエノン写像の第 2リアプノフ

指数 Λ2 に対応するが、スペクトル半径 ρが大きい場合は (0.03 < ρ < 0.1)リザーバーモデルの第 3

リアプノフ指数 λ3 はエノン写像が第 2リアプノフ指数 Λ2 に対応する。スペクトル半径 ρ > 0.14の

場合、エノン写像の第 2リアプノフ指数 Λ2 は正確に復元していない。

講演では上記の結果に加えてある部分空間に制限されたリアプノフ指数やその部分空間とリアプノ

フベクトルとのなす角の計算結果をもとに、比較的大きなスペクトル半径であってもアトラクターが

リザーバーモデルの高次元空間に再現されていることを明らかにする。　
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