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1 概要
Rank 3の格子パラメータの同一性判定・比較は，ユークリッド計量を含む R13 の計量での 13次

元ベクトルの比較に還元できることを紹介する．通常，（rank nでも）同一性判定は 2次形式の簡約

理論を用いて行われるが，格子の摂動に対し，簡約形は不連続に変化することがあり，丸め誤差や観

測誤差を考慮すると rankの指数関数で増大する回数の反復計算が必要となる．Voronoi第 2簡約な

どが与える一部の格子の不変量の例外を除いて，格子パラメータの簡約形は格子の摂動に対して常に

連続に変化するわけではない．これは昔から知られている問題だが，深層学習を用いた結晶構造生成

といった応用で，格子や結晶構造といった周期性を持つ構造をうまく（連続に）パラメトライズする

（= Rm に埋め込む）需要が急増している．生成されたパラメータ p ∈ Rm から LSn の元を復元する

逆写像の計算が容易で，pに含まれる数値誤差が結果に大きく影響しないことも必要である．

そこで，ランク 3 の格子のパラメータ（モジュライ）空間を連続かつ区分線形に 13 次元ユーク

リッド空間へ埋め込む 2つの方法を提案する．1つめは Conway vonormおよび conormの新しい応

用，2つめは Rys̆hkov C-type簡約理論の modulo 3への自然な拡張による．

2 誤差を含む格子パラメータを比較するための既存手法
複数の格子の比較・同一性判定は，LSn := GLn(Z)\Sn

≻0 上の距離（計量）を与えれば行える．応

用分野でアフィン不変リーマン計量と呼ばれる正定値錐 Sn
≻0 上の標準的な不変計量が定める距離 d

を用いた場合，誘導される LSn 上の距離 dLSn
を求めるには以下の最小化問題を解く必要がある．

dLSn
([S1], [S2]) := min

g∈GLn(Z)
d(S1, gS2

tg).

最適解 g を得るための反復は Voronoi 第 2 簡約を用いても生じる．任意の S ∈ Sn
≻0 に対し,

vonorm 写像 Λn := (Zn/2Zn) \ {2Zn} → Rは以下で定義される（2Zn を定義域から除いた）．

voS(u+ 2Zn) := min{vS tv : v ∈ u+ 2Zn}.

S 7→ voS が連続写像 Sn
≻0 → RΛn を与えること，商位相を考えれば連続写像 fn : LSn →

GLn(Z/2Z)\RΛn を誘導することは明らか． 以下の予想は fn が単射であることと同値で，n ≤ 5ま

での成立が示されている．（[1] for n = 4; [2] for n = 5）．

予想 1 (Conway-Sloane). S ∈ Sn
≻0 が属す LSn の軌道は，voS の値から一意に定まる．

予想が成立する任意の nに対し，以下の同一性判定アルゴリズムは適切に動く:

入力: グラム行列 S1, S2 ∈ Sn
≻0, RΛn (= R2n−1)の距離 d．

出力: dによって誘導される，[S1], [S2] ∈ LSn の距離．
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1: Fincke-Pohst アルゴリズムなどを用いて，voSi ∈ RΛn (i = 1, 2)を計算.

2: 各 g ∈ GLn(Z/2Z)に対して d(voS1
, g · voS2

)を計算．ただし (g · f)(u) := f(ug−1) (∀u ∈ Λn).

3: 2で得られた距離の最小値を返す．

GL2(Z/2Z) の位数は
∏n

k=1(2
n − 2k−1) に等しく，rank 2–5 では 6, 168, 20160, 9999360 とな

る．大量の格子パラメータを扱う実際の解析では 168回の比較もボトルネックになり得る．[3]など

他のアプローチでも状況は変わらないが，次節の ιs (or ιm)による像を R13 の計量により比較する

と，gS1
tg ≈ S2 となる g ∈ GL3(Z)の情報は直ちに得られない分，比較回数を 1とできる．

3 2つの埋め込み ι∗ : LS3 ↪→ R13 の定義と性質
Rank 2では，埋め込み LS2 ↪→ R3 が，3つの vonormの値 (or conorms pij or root invariants

in
√
pij [4])から得られることは容易に示せる．以下の [5]の結果はその rank 3への拡張である．

定義 1. 任意の S ∈ S3
≻0 に対し，ιs(S) := (f1(S), f2(S)) ∈ R13 を以下の f1(S) ∈ R7, f2(S) ∈ R6

（ともに寄与の順序でソートされているとする）の結合とする．

f1(S) := [ voS(g) : g ∈ Λ3] ,

f2(S) :=

 ∑
g∈Λ3

χ(g)voS(g) :
χ((1, 0, 0)) = χ((0, 1, 0)) = χ((0, 0, 1))が
成立しない指標χ(Z/2Z)3 → {±1}

 .

f1(S), f2(S)の元は非零の vonorm, conormで，S が Selling簡約なら容易に計算できる．

定義 2. 任意の S ∈ Sn
≻0と整数 r ≥ 2に対し modulo r の vonorm写像Λn,r := (Zn/rZn)\{rZn} →

Rを
voS,r(u+ rZn) := min{vS tv : v ∈ u+ rZn},

で定義する．voS,r(u+ rZn) = voS,r(−u+ rZn)より，13個の各類 {±1}\Λ3,3 に対する voS,3 の値

を寄与の順序でソートしたベクトルを ιm(S)とする．すなわち，

ιm(S) :=
[
voS,3(u+ 3Z3) : ±u+ 3Z3 ∈ {±1}\Λ3,3

]
.

定義より，ιs and ιm は区分線形な連続写像 LS3 → R13 である．証明は [5]を参照．

定理 1. S が Minkowski 簡約なら，ιm(S) は以下の 13 個の値を寄与の順序で並べたベクトルに等

しく，容易に計算できる: 各 v = (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), (1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1), (1, 1, 1),

(1,−1, 0), (1, 0,−1), (0, 1,−1))に対する vS tv, および，min{vS tv : v = (−1, 1, 1), (2, 1, 1)},
min{vS tv : v = (1, 1,−1), (1, 1, 2)}, min{vS tv : v = (1,−1, 1), (1, 2, 1), (−2,−1, 1), (1,−1,−2)}.

定理 2. ιs, ιm が誘導する写像 LS3 → R13 はそれぞれ単射である．
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1 概要
2次元の同種写像を効率的に計算することは, 数論アルゴリズムや同種写像暗号の観点から興味深

い問題である. 特に, Kaniの補題 [1] という定理を利用する場合, 次のような問題を効率的に計算す
ることが重要である:

問題. E1, E2, F1, F2 を楕円曲線, Φ : E1 × E2 → F1 × F2 を (D,D)-同種写像とする.

KerΦ ≃ (Z/DZ)2 の基底 ((P1, P2), (Q1, Q2)) が与えられているとする. また, x1, . . . , xm ∈ E1

を任意の点とする (m ≥ 1). E1, E2, P1, P2, Q1, Q2, x1, . . . , xm が与えられたとき, F1, F2 と
Φ((x1, 0E2

)), . . . ,Φ((xm, 0E2
)) ∈ F1 × F2 を効率的に求めよ.

暗号応用上, D が 2 冪であるケースが多いが, 本稿では D が 2 冪ではない, すなわ
ち, D が奇素因数を含む場合を考える. 既存手法としては, 与えられたデータから
E1 × E2, (P1, P2), (Q1, Q2), (x1, 0E2

), . . . , (xm, 0E2
) を計算し, その後 2 次元の同種写像のア

ルゴリズムを用いて F1, F2,Φ((x1, 0E2
)), . . . ,Φ((xm, 0E2

))を求める. 2次元の同種写像を計算する
方法の一つとして, テータ関数を用いる方法が知られている. 特に, テータ関数を用いた奇数次数同
種写像の効率的な計算方法としては, Lubicz–Robert [2]によって公式が与えられている. また, この
公式は [3]によって, 効率的なアルゴリズムが与えられている. 本稿では, 上記の問題に対して, 既存
手法より効率化した公式, アルゴリズムを提案する. また, その提案手法を SageMath上で実装し, 既
存手法と実行時間を比較した結果についても紹介する.

2 提案公式
基本的なアイデアは, 計算する点が (xi, 0E2

) ∈ E1 × E2 (xi ∈ E1)の形であるため, E1 × E2 上で
行われる計算を出来る限り E1, E2 それぞれの上で計算を行うことで, 第 2成分が 0E2 ∈ E2 であるこ
とにより計算量を減らすということである. f : E1 × E2 → A2 を (ℓ, ℓ)-同種写像とする. 0A2

∈ A2

と f((x, 0E2
)) (x ∈ E1)の計算手法について, 提案手法の公式について紹介する. 正確には, それら

のテータ座標を用いて計算する. 以下, ℓ =
∑

1≤u≤r a
2
u を平方和, (e1, e2)を Ker(f1) ≃ (Z/ℓZ)2 の

基底, ei = (e
(1)
i , e

(2)
i ) ∈ E1 × E2 (i = 1, 2), x = (x, 0E2)とする. このとき, 以下の式 (1)で 0A2 の

テータ座標を, 式 (2)で (x, 0E2)のテータ座標を計算できる. ただし, c
(1)
m1,m2 , c

(2)
m1,m2 , c

′(1)
m1,m2 の定義

は省略.

θi(0A2
) =

∏
1≤t≤2

 ∑
0≤m1,m2<ℓ

c(t)m1,m2

∏
1≤u≤r

θaui(aum1e
(t)
1 + aum2e

(t)
2 )

 . (1)
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既存手法 [3] 提案手法 (Sec.2)

(i) 18.17 12.63

(ii) 15.79 12.24
表 1. 1 点 (x1, 0E2

) を計算する場合に必要な f1 の平均実
行時間 (秒)

既存手法 [3] 提案手法 (Sec.2)

(i) 25.22 14.55

(ii) 20.50 13.95
表 2. 2点 (x1, 0E2

), (x2, 0E2
)を計算する場合に必要な f1

の平均実行時間 (秒)

θi(f((x, 0E2))) =

 ∑
0≤m1,m2<ℓ

c′
(1)
m1,m2

∏
1≤u≤r

θaui(aux+ aum1e
(1)
1 + aum2e

(1)
2 )

 (2)

×

 ∑
0≤m1,m2<ℓ

c(2)m1,m2

∏
1≤u≤r

θaui(aum1e
(2)
1 + aum2e

(2)
2 )


このとき, 式 (2)の 2項目は式 (1)の 2項目 (t = 2)で現れた式と全く同じであるため，計算結果が
再利用可能である. この点で提案手法は既存手法 [3]より効率的である.

3 実装結果
以下の 67ビット素数 pと D に関して, Fp2 上の (D,D)-同種写像 Φ : E1 × E2 → F1 × F2 を考え

る: p = 110564446907225951023, D = 73 · 11 · 19 · 232 · 53 · 137. Dの素因数分解をD = ℓ1 · · · ℓm
とする. ただし, ℓ1 = 137とする. この Φを次数 ℓi の同種写像に分解して計算する方法が最も効率
的である. この Φを E1 ×E2

f1→ A2
f2→ · · · → An

fn→ F1 × F2 に分解する. ただし, deg(fi) = ℓi. 今,

各 (ℓi, ℓi)-同種写像 fi の計算量は O(ℓ2i )であるため, f1 の計算が支配的なステップである.

上のパラメータに関して, 既存手法 [3] と提案手法 (Section 2) を計算機代数システム SageMath

で実装した. 表 1, 2は, その f1 の計算の平均実行時間 (秒)を表したものである. 表 1は 1点 x1 ∈ E1

に関して, f1(0E1×E2
), f((P1, P2)), f((Q1, Q2)), f((x1, 0E2

))を計算に関して, 10回実行したときの
平均実行時間を表している. 表 2は 2点 x1, x2 ∈ E1 に関して, 同様の平均実行時間を表したもので
ある. 表 1, 2から, いずれも提案手法が効率的であることが分かる. 計算する点 x1, x2, . . . の数が
増えれば増えるほど効率化の影響は大きくなる. 提案手法を実装したコードは GitHub リポジトリ
(https://github.com/Yoshizumi-Ryo/isogeny-product-sage) で公開している.
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多重次数付けされた連立代数方程式の求解について
Solving systems of multi-graded equations via Macaulay matrices
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1 はじめに
近年, 多変数多項式暗号から連立代数方程式に帰着する攻撃で, さらに連立代数方程式問題の定義

多項式が多重次数付け可能な場合のものがいくつか見つかっており, 本講演ではそのような連立代数
方程式問題を対象とする. また, 連立代数方程式の求解アルゴリズムは様々なものがあるが, 暗号の安
全性解析にしばしば想定されるMacaulay行列を用いた XL (eXtended Linearization)手法につい
て調べる. この手法は, グレブナー基底を求める方法とMacaulay行列の右カーネルから解を求める
方法の主に二つに分かれる. 既存の暗号解析では, 具体的な方式から得られる多重次数付け可能な代
数方程式系に対して, 後者の方法で解くことのみが考えられてきた. 本講演では, まず両方の手法に対
応する多重次数付け可能な代数方程式系を入力としたアルゴリズムを提案する. 次に, これらのアル
ゴリズムから解を求めることが可能となるいくつかの入力の次数について特徴付けを行う. 本講演の
一部は, すでに [1]において発表されている.

2 準備 (多重次数付けされたMacaulay行列)

変数集合 X における有限体 F 上の多項式環 A = F[X] に対して, Mon(X) をその単項式集合
とする. 変数集合 X = {xji}1≤i≤s,1≤j≤ni

を Xi = {x1,i, . . . , xni,i} として s 個の変数集合 X =

X1 ∪ · · · ∪Xs に分ける. 多項式 f に対して多重次数 degZs
≥0
を degZs

≥0
f = (degX1

f, . . . , degXs
f)

により定め, Mon(d1,...,ds)(X) = {u ∈ Mon(X) | degZs
≥0

u = (d1, . . . , ds)}, Mon≤(d1,...,ds)(X) =∪
ij≤dj

Mon(i1,...,is)(X)を定義する. このとき, 次のようにMacaulay行列は導入される:

定義 1 F ⊂ A = F[X1, · · · , Xs] を有限集合, ≻ を全順序とする. d ∈ Zs
≥0 に対して有限集合

XMd(F ) := {u · f | f ∈ F, u ∈ Mon≤d−degZs≥0
f (X)} を定める. F の次数 d の Macaulay 行列

Mac≻d (F )とは, XMd(F )の各元 f に (Coeff(f, u1), . . . ,Coeff(f, uN ))が対応している行列をいう.

ただし, Mon≤d(X) = {u1, . . . , uN}で, ui ≻ ui+1 となる.

3 主結果
本講演では, 連立代数方程式 {fi = 0}mi=1 を定める多項式系 F = {f1, . . . , fm} ⊂ F[X] は

cRM := dimF F[X]/⟨F ⟩A < ∞を満たしているとする.

■ グレブナー基底を利用した求解 単項式集合Mon(X)上の全順序 ≻で次を満たすものを単項式
順序と呼ぶ: i) u1 ≻ u2 ⇒ u3u1 ≻ u3u2 (ui ∈ Mon(X)) ii) ∀u ∈ Mon(X), u ⪰ 1. また, 単項式順
序を固定したとき, f ∈ F[X] に対して先頭項 LM≻(f) := max≻{u ∈ Mon(X) | Coeff(f, u) ̸= 0}
が定まる. イデアル I に対して次の条件を満たすその部分集合 G はグレブナー基底と呼ばれる:

∀f ∈ I, ∃g ∈ G s.t. LM≻(g) | LM≻(f). cR < ∞を満たすような, 有限個の解を持つ連立代数方程
式 F = 0において, イデアル ⟨F ⟩A の辞書式単項式順序に関するグレブナー基底は一変数多項式を含
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む. これは F = 0の解が満たす方程式を定めることから, 一変数の求解を繰り返すことで解を決定す
ることが可能となる.

有限集合 F の生成するイデアル ⟨F ⟩A に含まれる次の部分空間を考える:

⟨[A · F ]≤d⟩F := ⟨XMd(F )⟩F ⊆ A≤d.

ただし, A≤d = ⟨Mon≤d(X)⟩F である. このとき, 次が成り立つことをみた.

命題 2（Proposition 8 [2]） 単項式順序 ≻ を固定する. 集合 {d = (d1, . . . , ds) | dimA≤d/⟨[A ·
F ]≤d⟩F ≤ cRM ≤ di, 1 ≤ ∀i ≤ s}の元D が存在するとき, Mac≻D(F )の行階段行列に対応する多項
式集合はグレブナー基底である.

■ Macaulay 行列の右カーネルを利用した求解 多項式 f ∈ A = F[X] に対して a ∈ Fn はそ
の根であるとする. つまり, f(a) = 0 である. このとき, (Coeff(f, u1), . . . ,Coeff(f, uNd

)) と
(u1(a), . . . , uNd

(a)) の内積は 0 である. ただし, d = degZs
≥0

f , Mon≤d(X) = {u1, . . . , uNd
} で

ある. f に単項式倍をしても a ∈ Fn は再びその根となる. したがって, 方程式系 F = 0 が
共通解 a をもつとき, Mac≻D(F ) の右カーネルには (u1(a), . . . , uND

(a)) が含まれる. ただし,

Mon≤D(X) = {u1, . . . , uND
}である. ゆえに, Macaulay行列のカーネルには解に対応するベクト

ルが存在し, 有限体上の求解アルゴリズムとして Algorithm 1を考えることはできる.

Algorithm 1 Multi-Degree Macaulay Matrix Generation and Kernel Vector Computation

Input: d ∈ Zs
≥1, q < ∞, ≻: 単項式順序, F : 多項式集合で方程式 F = 0は Fq 上で解を持つ.

1: F の各元 f に対してMon≤d−degZs≥0
f (X) の元をかけて XMd(F ) を計算し, Macaulay 行列

Mac≻d (F )を生成する.

2: ガウスの消去法によりMac≻d (F )の右カーネルの基底を計算する.

3: v1 ≠ 0となるカーネルベクトル v に対して, (vx1/v1, . . . , vxn/v1)が F = 0の解ならばそれを
返す. ただし, vu は単項式 u ∈ Mon≤d(X)に対応する v の成分である.

Rank(Mac≻D(F )) = dimF⟨[A · F ]≤D⟩F であるから, dimKer(Mac≻D(F )) = dimF A≤D/⟨[A ·
F ]≤D⟩F が成り立つ. 特に, dimF A/⟨F ⟩A = 1のとき, dimKer(Mac≻D(F )) = 1を満たすD におい
て Algorithm 1でのステップ 3の反復を避ける.

命題 3（Proposition 12. [2]） dimF A/⟨F ⟩ = 1 とする. 集合 {d = (d1, . . . , ds) ∈ Zs
≥1 | dimF

A≤d/⟨[A · F ]≤d⟩F = 1}が空でないとき, その集合の元において Algorithm 1は F = 0の解を返す.
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1 イントロダクション
本講演では，Darmon-Dasgupta [DD06]により提案された，「実 2次体上の楕円単数」への実 2次

体の整環のイデアル類群の作用を利用した Diffie-Hellman 鍵交換アルゴリズムの実現について議論
する．

2 本論
■暗号学的群作用 G を群，X を G 作用を持つ群とする．Alamati et al. [ADFMP20, §1.1] らに
従い，一方向性などの何らかの困難性をもつ群作用を総称して暗号学的群作用と呼ぶことにする．X

自身が素数 p位数の群，G = (Z/pZ)× を法 pの既約剰余類の群とすると，g ∈ G, x ∈ X に対して
g · x := xg により群作用が定まるが，Diffie-Hellman仮定が成り立てば，この群作用は暗号学的群作
用である．

■古典的な虚数乗法論とイデアル類群作用 この節については上掲 [DD06, §1]参照．正の整数N を
固定する．複素数体 C 内の格子の対で，包含関係があり，剰余群が位数 N の巡回群となるものの
homothetyに関する同値類の集合を ΩN とする：

ΩN := { (Λ1,Λ2) | Λi ⊂ C (lattice),Λ1 ⊃ Λ2,Λ1/Λ2
∼= Z/NZ } /homothety.

格子 Λ1 の基底 ω1, ω2 を適切にとって，Λ1 = Zω1 +Zω2, Λ2 = NZω1 +Zω2, =(ω1ω
′
2 −ω′

1ω2) > 0

とできる．このとき，次の全単射が存在する：

τ : ΩN 3 (λ1,Λ2) 7→
ω1

ω2
∈ h/Γ0(N),

ただし hは複素上半平面，Γ0(N)はレベル N の主合同部分群である．さらに，K を虚 2次体（複素
数体 C内の部分体と考える）に対して

ΩN (K) := { (Λ1,Λ2) ∈ ΩN | Λi ⊂ K (i = 1, 2) } /K×

とすると，τ ∈ h ∩K なら τ ∈ τ(ΩN (K))である．O ⊂ K をK の整環とするとき，

ΩN (O) := { (Λ1,Λ2) ∈ ΩN (K) | O は Λi を保つ最大の整環, (i = 1, 2) }

とすると，
τ(ΩN (O)) = hO/Γ0(N),

ただし，hO = { τ ∈ h | Oτ
∼= O }, Oτ = {

(
a b
c Nd

)
| aτ + b = cτ2 +Ndτ }である．以上の状況は，

C/Λ2 → C/Λ1 という，Oに虚数乗法を持つ CM楕円曲線の位数 N 巡回同種写像と，それに対応す
る開モジュラー曲線 Y0(N) = h/Γ0(N)の O 値点の対応に他ならない．
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このとき，O のイデアル類群 Pic(O)が ΩN (O)に，[a] ∈ Pic(O), (Λ1,Λ2) ∈ ΩN (O)に対して

[a] · (Λ1,Λ2) := (aΛ1, aΛ2)

により作用し，同様に Pic(O)は hO/Γ0(N)にも作用する．このとき，τ ∈ hO ならば，O について
の環類体 HO の零でない元 u(α, τ)が存在して，次の性質を満たす：

u(α, [a] · τ) =
(
HO/K

[a]−1

)
u(α, τ), (1)

ここで，
(

HO/K
[a]−1

)
は Abel拡大 HO/K の Artin記号である．

有限次代数体の有限次 Abel拡大 L/K に対して，その Galois群 Gal(L/K)は，類体論により K

の（一般化された）イデアル類群の部分群と同型になる．よって Gal(L/K)の作用を受ける集合は，
K の（一般化された）イデアル類群の作用を持つと見なすことができる．この観点と虚数乗法論を
組み合わせて暗号学的群作用をもつ集合を構成し，Diffie-Hellman型鍵共有アルゴリズムを得る可能
性については，すでに Couveigne [Cou06, §5.7]で指摘されている．

■実 2次体類似 Darmon-Dasgupta上掲論文の §2では，以上の状況を実 2次体上に移植するため
に，K を実 2次体，pを K で惰性する有理素数，Λ1,Λ2 を K 内の Z[1/p]格子（K 内の階数 2自
由 Z[1/p]加群），などとして，それらの対の homothety類 ΩN (K), さらに Oが Λ1, Λ2 を保つ最大
の整環となる部分集合 ΩN (O)を定義した．これらの上に，K の Z[1/p]整環 Oの狭義イデアル類群
Pic+(O)の作用が定まり，また，p進上半平面のモジュラー群による商への Pic+(O)作用も定まる．
このとき，上記の u(α, τ)に相当するものが Oに対応する環類体HO の零でない元として定まり，次
を満たすことを予想した：

u(α, τ) ∈ OH [
1

p
]×/{1の冪根 }, u(α, [a] · τ) =

(
HO/K

[a]−1

)
u(α, τ) (mod {1の冪根 }). (2)

この予想は未解決だが，数値的な検証は可能である．Dasgupta [Das07]参照．
本講演では，上記の実 2次体の整環のイデアル類群作用を持つK 内の Z[1/p]格子のペアの集合上
での，Diffie-Hellman型鍵共有アルゴリズムについて考察する．
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