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1 問題とアプローチ
ノイズを含む観測データと連続時間力学系の時間発展から軌道を推定する問題を考える．実データ

と数理モデルを組み合わせた状態推定・予測アプローチであるデータ同化と呼ばれる問題の一種であ
る．推定手法として，多数の状態ベクトルの組 (アンサンブル)で状態推定分布の平均と共分散行列
を近似するアンサンブルカルマンフィルタ（EnKF）に焦点を当てる．アンサンブル数 mが小さい
場合でも EnKFによる高精度推定が可能であることが知られており，数値気象予報などを中心によ
く用いられているが，そのメカニズムは不明である．また，どこまで mを小さくできるかもわかっ
ていない．本研究では，推定精度が保たれることを推定誤差 (二乗誤差)が観測ノイズの分散のオー
ダーで評価できることとして定義する．つまり，力学系の軌道 xt ∈ RNx と EnKF による推定 (m

個のアンサンブル平均) x
(m)
t の二乗誤差と観測ノイズの分散 r2 に対して，

lim sup
t→∞

E[|xt − x
(m)
t |2] ≤ O(r2), r → 0 (1)

が成り立つこととする．ここで，| · |はユークリッドノルムであり，E[ · ]は統計的な観測ノイズに関
する期待値を表す．推定誤差の評価 (1)が成り立つ最小の mは対象とする力学系に依存すると考え
られる．力学系の不変量でmの下限を与え，(1)を証明することが最終的な目標である．
これまでの研究で，m ≥ Nx + 1の場合に，その他適切な条件の下で (1)が成り立つことが示され

ている [1]．これは，力学系に対して一般的な条件のみ課した解析による粗い評価である．特に，数
値気象予報へ応用する際には mが大き過ぎて非現実的な計算量が必要となる．この評価を改善する
ヒントとなるのが，次に示すリアプノフ解析を用いた力学系の不安定性の特徴づけである．力学系
ẋ = f(x), x ∈ RNx に対し，そのフローを Ψt(x)とおく．力学系の不安定性を特徴づけるリアプノ
フスペクトル λ1 ≥ · · · ≥ λNx

は

λi = lim
t→∞

1

t
log σi(DxΨt)

で定義される（極限が存在し xに依存しないと仮定する）．ここで，DxΨtはΨt(x)のヤコビ行列であ
り，σi(A)は行列 Aの i番目に大きい特異値を表す．リアプノフスペクトルは微小摂動の軌道に沿っ
た指数的拡大・縮小率を表している．[2] では，各時刻で不安定空間の次元が N+ = #{i | λi > 0}
である離散時間力学系が対象となり，十分小さい有界な観測ノイズと目標の軌道に十分近い初期ア
ンサンブルを用いて m ≥ N+ + 1の場合に (1)に似た評価が得られた．この解析は推定の初期値が
すでに目標に近いことを仮定しているため非現実的ではあるが，推定精度を保つための mについて
厳密な理論をもって示唆を与えている．[3]では，連続時間力学系を考え様々な mに対し EnKFの
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数値実験が行われた．不安定-中立次元 N0 = #{i | λi ≥ 0} に対して，m = N0 + 1 の付近で誤差
|xt − x

(m)
t |の時間平均が急激に小さくなり，r 以下になることが確認された．

本研究では，これらの既存研究を踏まえた数値実験を行う．まず，Lorenz 96モデル [4]という気
象学でよく用いられる常微分方程式で記述されたトイモデルを対象にして，数値的にリアプノフスペ
クトルを計算し，N+ および N0 を評価する．次に，Lorenz 96モデルに対する EnKFの数値実験を
通して，(1)が成り立つmの下限m∗ を評価し，N+ および N0 と比較する．さらに，これらの数値
実験を解釈することで力学系の不安定性と EnKFによる状態推定メカニズムの関係に迫る (図 1)．

ℝ!!
⽬標の軌道 観測データ

⼒学系の軌道と観測データ EnKFによる推定

ℝ!!

𝑡𝑡

𝑚個のアンサンブルによる推定

⼒学系のリアプノフスペクトル 推定誤差 vs. アンサンブル数

𝑖

𝜆"

0

不安定

安定

𝑚

⼆乗誤差

𝑟#

𝑚∗𝑁%𝑁&

不安定性を評価 最⼩アンサンブル数を評価

図 1. 本研究の概念図．
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1 概要
近年活発に研究が進められているリザバーコンピューティング（RC）は，学習パラメタを出力重

みのみに限定するといった大幅な単純化を行なっているにもかかわらず，高精度で時系列予測が可
能である．RCの高い予測精度を説明するため力学系理論を用いた研究がなされてきた．Grigoryava

らはある条件下で連続微分可能な同期写像の存在を厳密に証明し，リザバー状態と真の目標出力の関
係を表す写像 (以下 hと表記する) を明示的に示した [1]．また原らは，Logistic写像のカオス時系列
予測に対し，Logistic写像によって定まる力学系と RCとの間の共役性について力学系解析を行った
[2]．
写像 h の Taylor展開を考えると，従来の RCはこの写像の線形近似に対応すると解釈できる．こ

れにより，2次や 3次など高次項での近似は，より高精度な予測が可能であると期待できる．本研究
ではこの解釈に基づき非線形出力を利用した新たな手法を提案する．数値実験により，従来法と比較
して予測精度が大幅に改善することが明らかになった [3]．なお，ある種の非線形出力は既に先行研
究 [4]で用いられているが，我々の理論的な枠組みは，これらの非線形出力が効果的である理由を包
括的に説明する．

2 同期とRC

従来の RCの概要を説明する．入力 xn ∈ RK，正解出力 yn ∈ RK (n ∈ Z)を考える．目標はこの
学習データ {xn, yn}を用いて，入力 xn に対して RCの出力 ŷが正解出力 yを近似すること，すなわ
ち ŷn ≃ yn となることである．リザバー変数 rn ∈ [−1, 1]N のダイナミクスは入力 xn によって駆動
され，写像 F : [−1, 1]N ×RK → [−1, 1]N を用いて rn = F (rn−1, xn)と定まる．従来の RCの出力
ŷnは，読み出し重み行列W ∈ MK,N と出力バイアス b ∈ RK により，̂yn = Wrn+bと表される．読
み出し重み行列W ∗ と出力バイアス b∗ は最小二乗法により，(b∗,W ∗) := argminb,W ⟨∥yn − ŷn∥2⟩T
と定まる．ここで，⟨·⟩T は長時間平均を表す．ここでは簡単のため正則化項を省略しているが，後述
の数値実験ではリッジ回帰を用いている．
与えられた共通の入力信号 {xn}n≥1 と，任意のリザバー初期状態 r0, r̂0 (r0 ̸= r̂0)を考える．rn =

F (rn−1, xn), r̂n = F (r̂n−1, xn)とそれぞれ定まるリザバーダイナミクスが limn→+∞ ∥rn − r̂n∥ = 0

となるとき，共通入力信号同期 (CSIS) が起こるという．
入力信号 {xn}n≥1 が決定論的力学系によって生成される場合を考える．以下，予測対象の力学系

を目標力学系と呼ぶ．目標力学系は非線形写像 ϕ : RK → RK によって定まるとし，xn = ϕn(x0) と
する．ここで，x0 ∈ RK は目標力学系の初期点を表し，ϕn は ϕの n回合成写像である．CSISが成
り立つ時，リザバーダイナミクス {rn}の漸近状態は目標ダイナミクス {xn}によって，過渡期を除い
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て一意に定まる．この対応は一般化同期と呼ばれ，rn = f(xn) と表される．ここで f : RK → RN

は一般化同期写像といい，その存在と，ある条件下の微分可能性が証明されている [1]．
写像 f に逆写像が存在する場合，xn = f−1(rn)と表される．このとき，力学系の τ 先予測はリザ
バー状態 rn の関数として yn = xn+τ = ϕτ (xn) = ϕτ (f−1(rn)) =: h(rn)と表される．したがって，
RC を用いて目標力学系の τ 先を予測することは，写像 h : RN → RK の関数近似をすることと同
等である．写像 hは非線形写像の ϕτ と f−1 の合成写像であるので一般的に非線形である．ここで
hは十分滑らかであるとし，hの Taylor展開，h(r) = h(0) +∇h(0)r + 1

2r
⊤H(0)r +O(∥r∥3)を考

える．∇h ∈ MK,N，H ∈ MK,N,N はそれぞれ Jacobian [∇h]ij =
∂hi

∂rj
(i = 1, ...,K, j = 1, ..., N)，

Hessian [H]ijk = ∂2hi

∂rj∂rk
(i = 1, ...,K, j, k = 1, ..., N) である．これは従来の RC にある解釈を与

える．すなわち，出力バイアスベクトル b と読み出し重み行列 W は，近似誤差 O(∥r∥2) を含んだ
Taylor展開の最初の二項を近似するために使われ，この意味において従来の RCは目標写像 hの線
形近似として解釈できる．

3 数値実験
本稿では，主に 3 次までの項を近似する手法の数値結果を示す．リザバーとしてエコーステート

ネットワークを用いる．すなわち写像 F として F (r, x) = tanh(Ar + Bx) を用いる．ここで tanh

は要素ごとに適用される活性化関数であり，A ∈ MN,N および B ∈ MN,K はランダム行列である．
ここでは目標力学系として Lorenz ’63 モデル ẋ = 10(y − x), ẏ = 28x − y − xz, ż = xy − 8/3z

を用いる．ここで自励化した RC の時系列長期予測タスクを考える．目標は，自励化 RC による
Lorenzカオスダイナミクスの再現である．評価指標は KLダイバージェンス (KLD) DKL(p∥q) =
−
∫
p(x) ln(q(x)/p(x))dx，平均共役誤差 (MCE) ε̄c := ⟨∥ϕ(ĥ(rn))− ĥG(rn))∥⟩T とした [3]．なお，

p(x) は目標力学系のデータから得られる確率密度関数，q(x) は RC の出力値から得られる確率密
度関数である．G(rn)は自励 RCのリザバーダイナミクスを表し，RCの予測出力 ŷ と F を用いて
G(rn) := F (rn, ŷn)と表される．3次の項まで近似した場合でも，小さいネットワークサイズにおい
てカオスダイナミクスの再構築が高精度で可能であるという結果が得られた．講演では，2次の項ま
で近似した場合と比較し，詳細な数値結果を紹介する．
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1 Introduction

In Navier–Stokes (NS) turbulence, large-scale turbulent flows determine small-scale flows.

Previous studies using data assimilation with the three-dimensional NS equations indicate that

employing observational data resolved down to a specific length scale, ℓ3D∗ , enables the successful

reconstruction of small-scale flows. Such a length scale of “essential resolution of observation”

for reconstruction ℓ3D∗ is close to the dissipation scale in the three-dimensional NS turbulence [1].

Here we study the length scale in a two-dimensional NS turbulence, ℓ2D∗ , and compare with the

three-dimensional case. The numerical studies using data assimilation and conditional Lyapunov

exponents reveal that, for Kolmogorov flows with Ekman drag, the length scale ℓ2D∗ is close to

the forcing scale, which is substantially larger than the dissipation scale. Furthermore, we

discuss the origin of the difference between the length scales, ℓ2D∗ and ℓ3D∗ , based on inter-scale

interactions and orbital instabilities in turbulence dynamics [2].

2 Synchronization in turbulence

Sensitive dependence on initial conditions is one of the crucial properties of turbulence dy-

namics. Considering turbulence as a chaotic dynamical system, we can characterise it using the

(maximum) Lyapunov exponent, which measures the speed of exponential growth of uncertainty

in a state space.

Let us consider a dynamical system defined by differential equations, ẋ = F (x), with some

initial condition, x(t0) = x0 ∈ RN . Precise data on the initial conditions x0 are not available

in practice due to the limitation of measurement, and so it is natural to introduce an initial

uncertainty around x0.

In a chaotic dynamical system, uncertainty grows exponentially fast in the most unstable

direction, δx(t0 + ∆τ), and ∥δx(t0 + ∆τ)∥ ∝ ∥δx(t0)∥eλ1∆τ where λ1 (> 0) is the (maximum)

Lyapunov exponent. When we consider the above differential equations as the Navier–Stokes

equations, the positive Lyapunov exponent λ indicates the sensitive dependence on initial condi-

tions of turbulence, which makes prediction difficult. Specifically, it is conjectured that the pos-

itive Lyapunov exponent in turbulence is the inverse of the Kolmogorov time τη, i.e., λ1 ∝ 1/τη

[3]; thus, uncertainty grows with the fastest time scale in turbulence.

What if we could observe the state? Although complete observation of the state would elimi-

nate uncertainty, it is unrealistic in practice. Instead, it is natural to assume that we can observe

large-scale structures of turbulence; in other words, we can observe, but its resolution is low,
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called partial or incomplete observation. Here, the key control parameter is the resolution of the

observation. The wavenumber corresponding to the resolution is denoted by ka; we assume that

data on a low-pass filtered field with k < ka are available.

If the resolution is too low, i.e., ka is too small, the chaotic dynamics would still expand the

uncertainty along the orbit. However, if we can obtain observational data with sufficiently high

resolution, i.e., ka is sufficiently large, the introduction of observational data overcomes chaotic

dynamics, and reduces the uncertainty in the state. This is an interpretation of data assimilation

(DA) from the viewpoint of dynamical systems theory. The outcome of DA, whether successful

or not, is determined by the competition between uncertainty expansion by chaotic dynamics

and uncertainty reduction through assimilation using observational data.

Interestingly, for three-dimensional turbulence in a periodic box, if ka exceeds a critical value,

ka ≥ k
∗(3D)
a := 0.2/η where η is the Kolmogorov length, the assimilation process progressively

reduces and eventually eliminates the uncertainty. In other words, the small-scale structure

associated with k ≥ ka converges asymptotically to the true unobserved structure under the

DA process. This critical value is less dependent on the details of external forcing and DA

algorithms.

Out motivation is to understand DA dynamics of two-dimensional Navier–Stokes turbulence

from a perspective of dynamical systems theory. In particular, we study Kolmogorov flow with

Ekman drag is described by the Navier–Stokes equations with incompressible conditions,

∂u

∂t
+ u · ∇u = −∇π + ν∆u− αu+ f , ∇ · u = 0, (1)

where u(x, t) and π(x, t) is the velocity and pressure field on two-dimensional torus T2 = [0, 2π]2,

i.e., u : T2 × [0,∞] → R2 and π : T2 × [0,∞] → R. The external forcing is the Kolmogorov

type, f = sin(kfy)ex, ν and α are the kinematic viscosity and the friction coefficient of the

Ekman drag, respectively. In the talk, we will show results of the critical wavenumber in a

two-dimensional NS turbulence, k
∗(2D)
a , and compare with the three-dimensional case.
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小さな変化が（カオスによらず）大きな影響をもたらす場合について
When a small change results in large differences: without chaos
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1 概要
台風などの大規模系を何らかの人為的介入によって制御することは非常に困難な技術的課題であ

る．そのような挑戦を応用力学系の観点から支援するための予備的考察として，「ある力学系に何ら
かの微小変化を与えることで（必ずしもカオス性に依拠せずに）系や軌道に何らかの大きな影響を及
ぼすことは可能か？」という問題を多角的に探究することは有意義である．これに関連して，本講演
では，初期点に摂動を加えたときの軌道の有限時間誤差発展などいくつかの具体的な問題について，
数値計算と数学解析の両面から議論したい．

2 問題設定：初期値に与えた摂動の発展
力学系に与えた「小さな変化が大きな影響をもたらす」ような状況を数学的に考察するための定式

化は様々あり得るが，ここではまず，次の問題設定を考える：

問題 1 (X, ∥ · ∥)を係数体 Rのノルム空間，f : X → X を写像とし，ϵ ≪ 1 を固定する．このとき，

(1) 各点 x ∈ X および反復回数 k ∈ Nについて，次の V ∗(x; k) ⊆ X（k 回後の誤差発展を最大
化する方向 ＝ 最適摂動方向 全体の集合）はどのように特徴づけられるか？

V ∗(x; k) := argmax
∥v∥=1

∥fk(x)− fk(x+ ϵv)∥

(2) 反復回数 k ∈ Nを固定するとき，次の X∗(k) ⊆ X（「k 回後の最大誤差発展」を最大化する
点全体の集合）はどのように特徴づけられるか？

X∗(k) := argmax
x∈X

∥fk(x)− fk(x+ ϵv∗)∥ (where v∗ ∈ V ∗(x; k))

k → ∞の極限については，適切な仮定を置けば，Lyapunov指数の理論（Robinson [1, §9.2]など
を参照）によって一定の説明が可能である．しかし台風のようにある力学系の過渡挙動と見なせるよ
うな現象の制御を考える際には k → ∞の極限よりもむしろ kが比較的小さい段階に着目する方が自
然であり，この場合は系の Lyapunov指数（カオス性）に基づくのとは異なる解析が必要となる．

3 k が小さい場合の線型近似による解析
簡単のため X = Rm の場合を考える．| · |を Euclidノルム，∥ · ∥op を作用素ノルムとする．次は

よく知られた事実である：

命題 1 A ∈ Rn×n に対し，σmax(A) を A の最大特異値（重複度 m），vi(A) (i = 1, . . . ,m)

を σmax(A) に属する A の単位右特異ベクトルとする．このとき，(i) ∥A∥op = σmax(A),

(ii) span{v1(A), . . . , vm(A)} = argmax|v|=1 |Av|.
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それゆえ，|fk(x)−fk(x+ϵv)| ≈ ϵ |Dfk(x)v|の近似が成り立つ状況であれば，前節の問題は近似的
に (1) V ∗(x; k) = span{v1(Dfk(x)), . . . , vm(Dfk(x))}, (2) X∗(k) = argmaxx∈Rn σmax(Dfk(x))

と解決される．
通常の力学系理論との接続を考えると，特異値・特異ベクトルよりもむしろ固有値・固有ベクトル

に基づいた理解が望ましいが，両者の関係はそれほど単純ではない．しかし，少なくともHénon 写
像 f(x, y) := (1− ax+ y, bx) : R2 → R2（a = 1.4, b = 0.3）の周期点に対しては，数値計算により，
最適摂動方向 V ∗(x; p)は近似的には安定部分空間 Es(x)の直交補空間である（Dfp(x)の最大特異
値に属する右特異ベクトル vと安定固有ベクトル v1 がほぼ直交する）ことが判明している（図 1,2）．

図 1: f の p 周期点 x に対する最適摂動方向
V ∗(x; p)（p = 1, . . . , 20，ϵ = 10−5）

図 2: f の p 周期点 x に対する安定部分空間
Es(x)に直交する方向（p = 1, . . . , 20）

この数値結果は，次の命題と合わせて理解することができる：

命題 2 行列 A ∈ R2×2 は二つの異なる実固有値 0 ⪇ |λ1| ⪇ |λ2|をもつものとし，対応する単位固
有ベクトルを v1, v2 ∈ R2 とする．（v1 は相対的な安定方向，v2 は相対的な不安定方向である．）v1

と v2 の成す角を θとする．このとき，実は Aは異なる二つの特異値を持ち，最大特異値に属する単
位右特異ベクトルを v ∈ R2, v と v1 の成す角を Θと書くと 45° ≤ Θ ≤ 135°である．更に，

(λ2
2 − λ2

1) + Λ2

2|λ1Λ|
→ ∞ のとき Θ → 90° (where Λ =

λ1 − λ2

tan θ
) である．

4 議論
以上の内容に引き続くべき話題として，前節の内容（数値計算や命題 2）を高次元の場合に拡張す
ることや k → ∞の状況（通常の力学系理論，特にエルゴード理論）と関連付けて理解することが挙
げられる．また，既に述べたように，「小さな変化が大きな影響をもたらす」状況の取り扱いは定式
化そのものの自由度が大きいので，講演ではそうした話題についても議論したい．
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