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1 概要
自然科学は, 世界をアプリオリに存在するものとして取り扱い, それを説明・解明して, 予想でき

るものとするべく発展してきた. また工学は, それを制御するべく発展してきた. そこには, 世界が
我々の目を通して, ものの見方を通して立ち現れるものであるという視点の欠落があるのだが, 科学
技術は客観性の名のもとにこの視点を隠蔽してきた. 一方で, そのような視点で世界を記述すること
は, 哲学（特に認識論）を中心に語られてきたが, それは主に日常言語によるものであり, 科学技術
のように数学を言語として語られることは, ほとんどなかった. 本研究はそのような視点を, 数学を
言語として記述することを目指すものであり, 特にトポロジーを用いた認識論の議論を目的とする
[1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8].

実際トポロジーは, 位相を変えることにより連続を不連続に, 連結を不連結になど, ものの見方を
（錯視のような直観によってではなく）論理的に変更することを可能にする言語である. この特徴を
持つトポロジーを, 単に形態の概念を記述するためだけの言語としてではなく, 我々の「ものの見方」
そのものを記述する言語（すなわち形態の概念を記述する言語としてだけではなく, 概念の形態［概
念の概念］を記述する言語）として利用する.

2 Primitive Chaosの応用
具体的には, 世界のモデルとして Primitive Chaosと呼ばれる概念を使用する [6, 7, 9, 10, 11, 12,

13].

定義 1 集合X, X の部分集合族 {Xλ, λ ∈ Λ}, 写像族 {fXλ
: Xλ → X, λ ∈ Λ}が次の性質 (P)を

満たす時, (X, {Xλ, λ ∈ Λ}, {fXλ
: Xλ → X, λ ∈ Λ})を Primitive Chaosと呼ぶ.

(P)


{Xλ, λ ∈ Λ}の要素からなる任意の記号列
ω0, ω1, ω2, · · ·に対して, ある初期値 x0

が存在して x0 ∈ ω0, x1 ∈ fω0
(x0),

x2 ∈ fω1(fω0(x0)), x3 ∈ fω2(fω1(fω0(x0))),
x4 ∈ fω3(fω2(fω1(fω0(x0)))), · · ·とできる.

ここで, 各 Xλ は事象を表し, その事象からなる時系列 ω0, ω1, ω2, · · · のことを現象と見なす. そし
て, 初期値 x0 により x0 ∈ ω0, x1 ∈ fω0

(x0), x2 ∈ fω1
(fω0

(x0)), · · · とできることを, その現象が認
識可能であることを表し（すなわち, 写像族 {fXλ

: Xλ → X, λ ∈ Λ}は認識装置を意味する）, その
ようなものの組 (X, {Xλ, λ ∈ Λ}, {fXλ

: Xλ → X, λ ∈ Λ})（すなわち認識可能な現象）のことを
世界としてとらえる. なお, Primitive Chaosに幾つかの性質を付加することにより, 「任意の素周期
をもった周期点の存在」,「周期点の稠密性」,「初期値鋭敏性」,「稠密な軌道の存在」,「位相推移
性」といったカオス的性質が現れる [11]. そのような意味で Primitive Chaosは原初的なカオスであ

日本応用数理学会 2025年度 年会 講演予稿集 (2025-09-02/04) Copyright (C) 2025 一般社団法人日本応用数理学会

3E-3-1　[一般講演] 応用数理一般(1)



るが, 決定論と非決定論とが不可分にもつれあっている世界観を表すものでもある. このモデルのも
とで以下の命題を適用することにより, 世界認識に対する興味深い考察が得られる.

定理 2 [9] X を nondegenerate Peano continuumとすると, 任意の ε > 0に対して, 直径が ε未満
の nondegenerate Peano subcontinuum からなる X の被覆 {X1, X2, · · · , Xn}が存在する． そ
して各 iに対して, 任意のm個の点 x1, x2, · · · , xm ∈ Xi と y1, y2, · · · , ym ∈ X に対して，連
続全射 fXi

: Xi → X が存在して，各 j に対して fXi
(xj) = yj が成り立ち, 性質 (P)が満たされる．

定理 3 [12] X を Cantor setとすると，任意の自然数 nに対して, clopen setからなるX の直和分
割 {X1, X2, · · · , Xn}が存在して，各 iに対して連続全射 fXi

: Xi → X が存在して，性質 (P)が
満たされる．
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1 はじめに
本稿では、再感染項を考慮した SIRモデルの一つであるカトリエルモデル [1]に対して、変分ネッ

トワークを用いた Physics-informed neural networks (PINN) による係数決定問題を取り上げる。
これまで筆者は変分埋め込み法 [2] を用いたカトリエルモデルの係数決定に関する研究を行ってき
たが、特定の条件下以外では推定ができなかった [3]。一方、近年 SIR モデルに Physics-informed

machine learning (PIML) の一種である Physics-informed neural networks (PINN) を応用させる
研究が報告されている [4]。カトリエルモデルは再感染率の値によって感染人口はゼロ以外の平衡状
態を持ち [1]、上述の通り逆問題を解くことが難しく、今回の研究に PINNによる求解を応用させよ
うと考えた。
本研究では感受性人口 S、感染人口 I、免疫獲得人口 Rの初期時刻、終端時刻におけるそれぞれの

値、そしていくつかの観測値を用いて係数の決定を行う。今回用いる観測値は I のみであり、S, R

は用いない。また、通常の PINNではなく、新たに変分ネットワークを追加することにより、係数決
定の精度向上を試みた。

2 SIRカトリエルモデル
今回考える SIRカトリエルモデルは以下の形で記述される感染症モデルである。

S′ = −aSI (1)

I ′ = aSI + cRI − bI (2)

R′ = −cRI + bI (3)

ここで、S は感受性人口、I は感染人口、Rは免疫獲得人口であり、β は感染率、γ は回復率、σ は
感染率と再感染率の積である。ここで、a, bの推定に対して cの推定は難しい問題である。

3 PINN

近年 PIML に関する研究が盛んにおこなわれている。その中でも今回用いるのは PINN という、
物理法則に基づく機械学習手法の一種であり、物理法則を学習することにより、微分方程式の解を求
める手法である。物理ソルバーでは解けない問題を解く手助けになることが期待されている。

4 変分ネットワーク
SIR カトリエルモデルの逆問題を変分法で解く際にオイラーラグランジュ方程式を解く必要があ

る。係数 a, b, cについての変分作用素を学習により近似する。SIRカトリエルモデルの逆問題を変
分法を用いて求める試みはあったが [3]、安定して解を求めることができない状態であった。また、
PINNを用いて SIRモデルの係数決定問題を解く研究は存在したが、再感染を考慮したモデルの係
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数決定に関する研究は存在しなかった。筆者が通常の PINNを用いて SIRカトリエルモデルの逆問
題の求解を試みたところ、モデルによって求解できない場合があるとわかった。
そこで筆者は変分ネットワークを導入することで S, I, Rの値を修正することで安定して係数を決

定できることを目指した。

5 係数決定
まず、通常の PINN について考える。PINN は時刻 t を入力として、S, I, R を出力とするネッ

トワーク NN sir と a, b, c を出力とするネットワーク NN abc からなる。その後出力された S, I,

Rを変分ネットワークの入力として利用し、出力を係数 a′, b′, c′ とする。PINNより出力された S,

I, Rと変分ネットワークにより出力された a′, b′, c′ を用いて変分誤差の計算を行う。最適化目的関
数 (観測データの誤差)E observed、微分方程式を満たすかを示す誤差である ODE損失関数 E ode、
変分誤差 E invariant のそれぞれに係数λ ob, λ od, λ i をかけてそれぞれ足し合わせた評価関数
L totalを最小化する形で学習を行う。

6 数値例と結果
一例として各係数の値を、a = 0.35, b = 0.2, c = 0.07とし、通常の PINNと今回の提案法をそれ

ぞれ用いて 10万回計算を行った後の結果を以下に示す。ここで、青線、オレンジ線、緑線はそれぞ
れ a, b, cを示している。これは一例であり、詳細は当日口頭で説明する。

図 1: 通常の PINN 図 2: 変分ネットを含む PINN
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1 概要
先行研究として、ロジスティック方程式を反応拡散系に拡張したフィッシャー方程式において、そ

の環境収容力の項を資源分布関数として導入し、生物数を最大化させるような資源分布関数の形を
示した柳田、永原の結果がある。この先行研究では、生物数を最大化させる資源分布は bang-bang

type であることが証明されている。本発表では、生物数の資源分布に対する空間依存性に着目し、
資源分布が境界付近にあるとき生物数が最大化することを報告する。

2 先行研究
フィッシャー方程式に空間依存する資源分布関数を導入し，その生物数を最大化させるような資源

分布の関数形を求めた研究として，永原 [1]の結果がある。永原 [1]によると，以下の系
∂u(x,t)

∂t = ∆u(x, t) + u(x, t)(m(x)− u(x, t)) in Ω× R+

∂u
∂ν = 0 on ∂Ω× R+

u(x, 0) ≥ 0, u(x, 0) ̸≡ 0 in Ω

(1)

においてm(x)は資源分布関数を表し，ロジスティック方程式の環境収容力を置き換えたものとして
も理解できる。ただし，Ωは RN 上の有界領域，ν はその境界の法線方向の微分を表し，二つ目の式
は反射壁境界条件を示す。この系において，資源分布関数m(x)が，3つの条件

(1) m(x) ≤ m(x) ≤ m(x) a.e. in Ω

(2)

∫
Ω

m(x)dx ≤ M

(3) u(x, t) ̸≡ 0 は不安定

を満たすとき，∫
Ω
u(x, t)dx を最大化させる m(x) は bang-bang type であると導いた。ここで，

bang-bang typeとは

m(x) = m(x)χE +m(x)χΩ\E

の形でかける関数である。χは特性関数，E ⊂ Ωは Ω内のある領域を示す。

3 モデル
我々は、Ωを実数 1次元上の有界領域として、式 (1)の数値計算を行った。実際、空間依存性のあ

る資源分布m(x)として、以下の式を用いた。

m(x) = m0 + θ[−(x− a)(x− a− b)](m1 −m0)
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ただし、θ(x) =

1 where x > 0

0 where x < 0
なる階段関数であり、m0,m1a, bは正の数である。

m(x) にはパラメータ a が含まれており、我々は u の総量 ∫
udx のパラメータ依存性について調

べた。

4 結果
u(x) の定常解に対する m(x) の依存性を示した図が図 1 となる。図 2 は u の総量 ∫

udx のパラ
メータ依存性を示している。

図 1. u(x)の a依存性 (bは 1に固定した)

図 2.
∫
udxの a依存性 (bは 1に固定した)

図 2より、uの総量 ∫
udxはパラメータを動かしていくと、ある場所まで減少し、そこから領域の中

央にかけて増加していくような変化が見れた。本発表ではこのような変化に対する議論を行う。
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複素準周期性をもつヘルムホルツ方程式に対する数理解析基盤の構
築
Establishment of a Mathematical Analysis Framework for the
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1 概要
周期構造による波の散乱では，解が準周期性を満たすことが知られている．複素数値の Bloch

波数は，従来アンテナ工学などで活用されてきたが，近年では周期構造により生じる局在波
（Rayleigh–Bloch 波）の解析にも自然に現れることが示されている．本研究では，このような複
素準周期的境界条件を伴うヘルムホルツ方程式に対して，対応するグリーン関数を構成するととも
に，well-posednessを関数解析の枠組みで証明した．

2 周期構造による波の散乱

図 1. R2 上の 1次元的な周期構造

図１のような R2 上の 1次元的な周期構造による時間調和な波の散乱を考える (音響波，水波，電
磁波など)．このとき散乱波 uは以下を満たすことが知られている．

∆u+ k2u = 0 in R2 \ ⊔m∈ZΩm

u(x1 + L, x2) = eiβLu(x1, x2) for all x ∈ R2 \ ⊔m∈ZΩm

u or ∂νu = g on ⊔m∈Z ∂Ωm

radiation condition as |x2| → ∞

(1)

ここで２行目は準周期性と呼ばれ，β は Bloch波数と呼ばれる．従来の研究では，β は実数値に制限
されてきた．

3 複素準周期性：β ∈ C \ R
本研究の目的は，Bloch波数 β を複素数に拡張した場合の (1)に対し，数理解析の基盤を構築する

ことである．図１のような周期構造に沿って伝播し，周期構造から離れる方向へ指数的に減衰する局
在波は Rayleigh-Bloch波 (以下 RB波)と呼ばれ，この現象は数学的には，g = 0の条件下で |x2|の
増加方向に指数減衰する (1)の非自明解 uとして定式化される．従来 Bloch波数 β は実数に制限さ
れてきたが，近年では，遮断周波数以上での波数曲線の挙動解析 [1]や，周期構造による散乱共鳴現
象の原理解明 [2]において，β を複素化した (1)が用いられ始めている．本研究では，(1)における β
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を複素化した設定下で，これまで未解決であったグリーン関数の存在や解の存在・一意性を数学的に
証明した．一連の研究は，将来的には周期構造を利用したメタマテリアル設計などへの応用が期待さ
れ，例えば共振器やレーザーなどの性能向上が見込まれる [3]．

4 主結果
本研究では，複素準周期的境界条件を伴うヘルムホルツ方程式 (1)に対して，対応するグリーン関

数を構成し (定理１)，解の存在と一意性についての考察を得た (定理２)．

定理 1（グリーン関数の構成） ∀m ∈ Z; (β + 2πm
L )2 − k2 ̸= 0 をみたす任意の β ∈ Cに対して，

Gβ(x) =
∑
m∈Z

1

2iβmL
eikmx1+iβm|x2|， (2)

は，任意の p ∈ [1,∞)に対して Lp
loc(R2)収束する級数であり，(1)に対応するグリーン関数である．

ただし x = (x1, x2) ∈ R2 \ {(Lm, 0) | m ∈ Z}，km = β + 2πm
L ，βm = i

√
|k2m − k2|e i

2Arg[k2
m−k2]

で偏角 Argの主値は [−π, π)とする．

ここで，xを固定したとき Gβ(x)は β についての正則関数であり，定理１は Gβ を解析接続して得
られるリーマン面上の任意の β にまで拡張可能である．
次に，(1)の解 uの存在と一意性について，次の結果を得た．

定理 2（解の存在と一意性） 任意の β ∈ Cに対して，C上のある離散集合 Dβ が存在して，任意の
k ∈ C \Dβ と g ∈ H1/2(∂Ω) (もしくはH−1/2(∂Ω))に対して，(1)は一意解 uを持つ．また，解空
間は任意の k, β, g に対して空集合もしくは有限次元アフィン空間を成す．

ただし，関数空間として準周期的境界条件付きソボレフ空間を先行研究 [4]と同様に用いた．定理２
についても，(2)を kについて解析接続して得られるリーマン面で Cを置き換えた場合へ拡張可能で
ある．
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