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1 概要
見るだけでなく参加して楽しむことのできる錯視遊具の二つの実装例について紹介する。その一つ

は歩ける無限ループ階段である。通常の立体化ではギャップができて歩けなくなるが、ギャップを小
さくしながら傾斜も小さくするという折衷案で実装した。二つ目は雪の反重力滑り台である。ありふ
れた斜面に見えるが、そりで滑ると重力に逆らった動きが見えてくる。これらを通して、不可能立体
錯視の大型遊具や観光資源としての可能性を論じる。

2 歩ける無限ループ階段
ペンローズ父子が提案した登り続けると元に戻ってしまう無限ループ階段は、不可能図形の代表例

で、エッシャーが版画の中で素材に用いたことでも有名である。図 1(a) にその例を示す。これを実
際に歩ける立体として実現する方法を考える [2]。不可能図形を立体化する方法の一つは、つながっ
ているように見えるところを不連続に作る方法であるが、これでは階段のステップが離れるために歩
くことが難しい。もうひとつの方法は、直角に見えるところに直角以外の角度を使う方法であるが、
これで作るとステップが斜めになってやはり歩くことが難しくなる。そこで、これら二つの方法の折
衷案を採用した。すなわち、不連続な構造を設けたところは少なくとも 1点でつながり、その条件の
もでステップの最大傾斜を最小化した。
無限ループ階段は、真っすぐにつながった階段構造が四つ組み合わされている。視点に近いところ

で形をゆがめると目立つので、手前の二つの階段構造は歪みなく作り、奥の二つの階段構造を変形さ
せることによってつながった構造を作るという方針を採用した。見かけの形を変えないで立体を変形
するためには、視点から出発しそれぞれの頂点を通る半直線の上でその頂点を動かせばよい。ただ
し、階段のステップや壁は平面であるという制約があるので、その制約を満たす範囲で頂点を動かす。
実現例を図 1(b), (c)に示す。(b)は、不可能図形と同じに見える視点から撮影したもので、(c)は

その立体を一般の視点位置から撮影したものである。奥の階段構造は斜めになっているが、各ステッ
プは少なくとも 1点で繋がり、階段の傾斜もそれほど大きくないことがわかる。

(a) 不可能図形 (b) 立体化 (c) 別の視点から見たところ
図 1. 歩ける無限ループ階段（2025年 6月、東京都千代田区丸の内 丸ビル 1階）
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3 雪の反重力滑り台
図 2(a)は、正六角形の穴の中央の一番低いところから、周りへ二つの斜面と一つの階段が伸びて

いる立体の絵である。あり得る立体の正しい絵である。この絵と同じに見えるけれど、中央が最も高
くて斜面が外へ向かって降りている構造を作りたい。この場合も、立体の各頂点は、視点からその頂
点へ伸ばした半直線の上で動かすことによって、立体を変形すればよい [1]。
これを雪で作った例を図 2(b), (c) に示した。(b) は絵と同じに見える視点から撮影したもので、

(c)は別の方向から撮影したものである。穴を表す正六角形は 1辺が 8mの大きさで、実際には地面
の高さに描かれた絵である。中央は地面から１ｍの高さに作った。この斜面をそりで滑るところを近
くの高台から眺めると、重力に逆らってそりが斜面を登るように知覚される。すなわち、形だけを見
るとありふれた姿であるが、そこに加えた動きが不可能に見える。無限ループ階段の場合は、その上
を歩くことによって不可能性が強調されたのに対して、このすべり台の場合は、動きが加わることに
よってはじめて不可能な立体であるという印象が生まれる。

(a) 正常なすべり台の図 (b) 雪の反重力滑り台 (c) 　別の視点から見たところ
図 2. 反重力滑り台の雪による実装（2025年 3月、新潟県南魚沼市八海山麓スキー場）

4 おわりに
一般の不可能立体は、見ることによって錯視を体験することができるものであった。一方、本稿で
紹介した立体では、人が参加することによって、不可能な構造の不可能性が強調されたり、あるいは
不可能には見えなかったものが不可能に見えてくる。この意味で、不可能立体を参加型遊具として実
装したものである。この実装法を応用して、アミューズメントパーク遊具や観光資源としての活用法
をさらに開拓していきたい。
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有限フレネル変換による直交関数系

Orthogonal Functional Systems for Finte Fresnel Transform
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1 概要
光学系における基本的な回折変換はレーリー回折であるが、実際にはその近似回折変換としてフレ

ネル回折が用いられる。フレネル変換は、幾何学的にはフレネル回折場における 1パラメータ変換群
として定義でき、解析的にはヒルベルト空間上のユニタリーな有界線形作用として定義される [1-3]。
代数的性質としては、フレネル変換作用素が群論的性質を持つことが証明されている [1]。フーリェ
変換対に対する標本化関数系は、ヒルベルト空間上で完全正規直交系となり、そこで級数展開された
関数は L2-ノルムに関して平均収束することが証明できる。その関数解析的な性質を用いて、信号処
理、光情報処理などで応用されている。
しかし、フレネル変換領域における帯域制限の効果は十分に明らかにされていない。これまでヒル

ベルト空間においてフレネル変換対に対して帯域制限された関数のノルムを最大化することによる変
分問題から積分方程式を導き、その関数系の性質と計算法について調べてきた [4,5]。本研究では、フ
レネル変換領域における帯域制限の効果を考慮し、それによって導出される新しい関数系の性質と計
算方法ならびに応用について考察する。

2 フレネル変換
振幅透過率 f(ξ, η)を持つ平面物体に光が入射したとき、そこから距離 z だけ後方にある観測面で

の光の振幅分布を g(x, y; z)とする。フレネル近似のもとで g(x, y; z)は次のように表される。

g(x, y; z) =
k exp(ikz)

i2πz

∫∫ ∞

−∞
f(ξ, η) exp

[
ik

2z

{
(x− ξ)2 + (y − η)2

}]
dξdη. (1)

ここで、kは光の波数、i = √
−1とする。また、フレネル逆変換は式 (1)において f(·, ·)と g(·, ·)を

入れえ、k を −k と置いたものになる。図 1.(a)に簡単な光学系における座標系を示した。

3 帯域制限関数
いま f(ξ, η)が矩形領域 R内でのみ零以外の値をとるとすると、2重フーリェ級数に展開すること

によって、その展開係数とフレネル変換との関係から次のように表現することができる。

g(x, y; z) =
1

XY
exp

{
ik

2z
(x2 + y2)

}
×

∞∑
m=−∞

∞∑
n=−∞

g

(
2πmz

kX
,
2πnz

kY
; z

)
exp

[
− ik

2z

{(
2πmz

kX

)2

+

(
2πnz

kY

)2
}]

×
∫∫

R

CR(ξ, η) exp

{
ik

z

(
2πmξz

kX
+

2πnηz

kY
− xξ − yη

)}
dξdη. (2)

ここで、CR(ξ, η)は特性関数で、(ξ, η) ∈ Rのとき 1で (ξ, η) /∈ Rのとき 0となる。
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定義 1 式 (2)を基にして、標本化関数系 {Sm,n(x, y; z)}∞m,n=−∞ を次のように定義する。

Sm,n(x, y; z)
def
=

1

XY
exp

[
ik

2z

{
(x2 + y2)−

(
2πmz

kX

)2

−
(
2πnz

kY

)2
}]

×
∫∫

R

CR(ξ, η) exp

{
i

(
2πmξ

X
+

2πnη

Y
− kxξ

z
− kyη

z

)}
dξdη, m, n ∈ Z. (3)

定理 2 フレネル変換対において光の振幅分布 f(ξ, η)が、矩形領域 R内のみで、零以外の値を取る
とすると、振幅透過率 g(x, y; z)は、それの離散的な標本値列 {g( 2πmz

kX , 2πnzkY ; z)}が分かれば、標本
化関数系 {Sm,n(x, y; z)}を用いることによって式 (2)で示すように一意的に表現できる。

定理 3 標本化関数系 {Sm,n(x, y; z)}∞m,n=−∞ は、完全直交関数系 (Complete Orthogonal System)

である。

矩形領域 R を ξ ∈ [−a, a], η ∈ [−b, b] と有界閉領域に制限すると、標本化関数系は次のように
なる。

Sm,n(x, y; z) = exp

{
ik

2z
(x2 + y2)− iπ2m2z

2ka2
− iπ2n2z

2kb2

}
× 1(

mπ − kxa
z

) sin(mπ − kxa

z

)
1(

nπ − kyb
z

) sin

(
nπ − kyb

z

)
. (4)

図 1.(b)は、式 (4)において y = 0とおいて x ∈ [−3, 3]を 100点で等間隔に標本化して表示したも
のである。各種パラメータは固定した。詳細については、当日発表する。

図 1. (a)Sketch of the important planes and their corrensponding coordinate systems. (b)Plots of the discrete

version of the orthogonal functional systems. Each elements are vectors in C100.
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規則的な long edgeを追加した格子模型における量子探索の探索時
間の解析的な評価
Analytical Evaluation of Quantum search Runtime on Lattice Models

with Regularly Added Long Edges
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1 概要
quantum walkは頂点グラフの目標点 (marked points)を探索する際に用いられる。本研究では 1

次元及び 2次元の周期境界条件を課した格子において規則的な long edgeを追加した場合を考える。
まずは目標点を反転しない時間発展作用素 U の固有値及び固有ベクトルを求め, 目標点を反転する時
間発展作用素 U ′ の作用から探索時間を評価する。

2 導入
Hanoi network 型 (HN 型) の long edges を持った 1,2 次元格子の上の quantum walk による頂
点探索は [1, 2]においてなされた。Lackadaisicalを用いた場合に 2次元においては long edgeを付
け加えない場合はデータ数 N に対して O(

√
N logN)の run timeで頂点探索がなされるのに対し、

long edgeを付け加えた場合はデータ数 N に対して O(
√
N)の run timeで頂点探索がなされること

がわかる。但しこれらは数値的な結果に留まっている。これは HN型の long edgesが並進対称性を
壊してしまうため固有ベクトルの構成などが難しいためである。
本研究においては規則的な long edge を付け加えた格子において [3, 4] の手法を用いて量子ウォー
クの時間発展作用素の固有ベクトルを構成して探索時間の評価を行う。1 次元の周期境界条件
を課した格子において、距離 m の long edge を右向きと左向きに加えたものを考える。 総頂
点数は N = mL とする。コインの空間を HC = span{|0⟩, |1⟩, |2⟩, |3⟩}、頂点の空間を HG =

span{|0⟩, |1⟩, |2⟩, · · · , |N − 1⟩} とする。short edge の右向き左向きを |0⟩, |1⟩、long edge の右向
き左向きを |2⟩, |3⟩ で表す。量子探索を考える空間は HG = HC ⊗ HV で目標点を |0⟩ とする。
|Dc⟩ = 1

2

∑3
d=0 |d⟩, |Dp⟩ = 1√

N

∑N−1
x=0 |x⟩として UG = 2|Dc⟩⟨Dc| − I4 とする。時間発展作用素を

U = S(UG ⊗ IN )とする。ここで S は flip-flop型シフト作用素とする。

|Ψ(t)⟩ =
3∑

d=0

N−1∑
x=0

ψd,x(t)|d⟩|x⟩ (1)

として U |Ψ(t)⟩ = |Ψ(t+ 1)⟩を頂点成分ごとに書くと

Ψ(t+ 1)(x) = U
(f)
1 Ψ(t)(x+ 1) + U

(f)
2 Ψ(t)(x− 1) + U

(f)
3 Ψ(t)(x+m) + U

(f)
4 Ψ(t)(x−m), (2)
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波数空間への Fourier 変換を |k̃⟩ = 1√
N

∑N−1
x=0 ω

kx|x⟩, Ψ̃(t)(k) = 1√
N

∑N−1
x=0 ω

kxΨ(t)(x), (ω =

e2πi/N )とする。波数空間に移ると時間発展は Ψ̃(t+ 1)(k) = Uf (k)Ψ̃(t)(k)で

Uf (k) =


0 ωk 0 0
ω−k 0 0 0
0 0 0 ωmk

0 0 ω−mk 0

U (3)

で各波数ごとの行列を対角化すると U を対角化することができる。

3 結果
各波数空間ごとに固有空間分解をすることによって,

H′
0 = span{|ν1a0 , 0̃⟩, |ν±θ

k , k̃⟩ (k = 1, · · · , N − 1)} (4)

H′
1 = span{|ν1b0 , 0̃⟩, |ν1c0 , 0̃⟩, |ν−1

0 , 0̃⟩, |ν±1
k , k̃⟩ (k = 1, · · · , N − 1)} (5)

と HG = HC ⊗HV を U の固有ベクトルで固有空間分解することができる。ここで |0⟩を探索する
ために U に摂動を加え U ′ = U(I4N − 2|Dc, 0⟩⟨Dc, 0|)として U ′|Ψ(t)⟩ = |Ψ(t + 1)⟩で目標点の観
測確率を増幅することを考える。ここで成功確率は p(t) = |⟨Dc, 0|Ψ(t)⟩|2 とする。このとき初期状
態 |Ψ(0)⟩ = |Dc, Dp⟩ ∈ H′

0 がわかりさらに U ′(H′
0) = H′

0 がわかるので量子探索の時間発展は H′
0

の中での変換で記述されることがわかる。ここで H′
0 のなかで U ′ の固有値の実部がもっとも 1に近

い 2つのベクトル |wα⟩, |w−α⟩を取る。(固有値は e±iα)

ある t = β を取ると |wstart⟩ = |wα⟩ − |w−α⟩として |⟨Dc, 0|(U ′)β |wstart⟩|2 ≈ 1 (N → ∞)となる
ことを示すことができる。ここで β = O(N)であることも分かり N のオーダーで目標点を探索する
ことができることがわかる。これは HN 版の long edge と同程度の高速化が得られていることがわ
かる。2次元格子に規則的な long edgeを追加した場合も 1次元の場合と同様にまず頂点の空間の並
進対称性を利用するために波数の空間に Fourier変換することで U の固有ベクトルを構成する。次
に量子探索を考えるために U に摂動を加えた U ′ を考える。この U ′ を作用させたときの不変な部分
空間を用いて特殊な固有ベクトルを議論することで、量子探索の探索時間の漸近的な挙動を解析的に
評価することができる。
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3つの行列によるBottcher-Wenzel不等式の一般化について
A generalization of the Bottcher-Wenzel inequality for three matrices
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1 概要
m,nを正の整数とする. Bottcher-Wenzel不等式とは, 二つの n次正方行列 A,B による Commu-

tator AB −BA の Frobenius norm に関する次の不等式である:

定理 1 ([1], Bottcher-Wenzel不等式). 任意の n次正方行列 A,B に対して,

∥AB −BA∥2F ≤ 2∥A∥2F ∥B∥2F (1)

が成り立つ.

2005 年にこの不等式に関する予想が発表され [2], 2008 年に n 次実数値正方行列の場合における
証明が発表された [3]. それ以降, 複素数値正方行列の場合や, 何通りかの別証明が発表された (cf.

[1, 4]). また, 次の主張にある通り, この不等式の左辺は更に小さくすることが可能である:

定理 2 ([4]). 任意の n次正方行列 A,B に対して,

∥AB −BA∥2F ≤ 2∥A∥2(2),2∥B∥2F (2)

が成り立つ. ここで, ∥A∥2(2),2 = σ2
1(A) + σ2

2(A) は, A の Ky-Fan (2,2)-norm と呼ばれるものであ
る. また, ∀i ∈ {1, · · · , n} に対して, σi(A) は, Aの i 番目に大きい特異値である.

2020年以降, Bottcher-Wenzel不等式を一般化する試みも行われている. 例えば, Commutatorを
一般化したり [5], Frobenius Normを一般化したり [6]したときの, normの不等式に関する結果が発
表されている. 本研究では, 文献 [7]にならって, 二つの m × n次行列 A,C 及び一つの n ×m字行
列 B の積と差による Generalized Commutator ABC − CBAを定義し, その Frobenius normの
上限を解析した. そして次の結果を得た:

定理 3 ([8], Theorem 1.1). 任意のm× n次行列 A,C, n×m次行列 B に対して,

∥ABC − CBA∥2F ≤ 2∥C∥22∥A∥22∥B∥2F (3)

が成り立つ. ただし, ∥C∥22 = σ2
1(C) は C の Spectral norm である.

不等式 (3) は (2) の一般化となっている. なぜなら, n = m かつ C が n 次単位行列 In の時.

∥C∥2 = 1 かつ ABC − CBA = AB −BAとなり, (3) の両辺は (2) の両辺と一致するためである.

本講演では, 定理 3 の証明の概略及び, 現在講演者が考察している新たな一般化の方向性について
紹介する.
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