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1 はじめに
小文では，Euclid空間 X で定式化された非平滑非凸最適化問題を考える:

find x‹ P argmin
xPX

pF ` ϕqpxq. (1)

ただし，ϕ : X Ñ p´8,`8sと F : X Ñ R は以下の条件を満たすものと仮定する．

1) ϕ は下半連続な真関数であり，dompϕq :“ tx P X | ϕpxq P Ru 上で，連続かつ prox-regular [1,

Def. 13.27] であり，ある γϕ P p0,`8s が存在して，任意の γ P p0, γϕq に対し，ϕp¨q ` 1
2γ ∥¨∥

2

は下に有界である．さらに，近接写像 proxγϕ : X Ñ X : sx ÞÑ argmin
xPX

´

ϕpxq ` 1
2γ }x´ sx}2

¯

は任意の γ P p0, γϕq と sx P X で 少なくとも 1点は容易に計算できるものとする．
2) F は dompϕq 上で，局所 Lipschitz 連続かつ BFF “ BLF を満たす．ただし，BFF と BLF

は，F の Fréchet (regular) 劣微分と Limiting (general) 劣微分を表す [1, Def. 8.3]．

限定的な条件下での最適化問題 (1) に対して，例えば，(i) F が連続微分可能かつ勾配 ∇F が
Lipschitz連続である場合，あるいは (ii) F が弱凸関数と可微分写像の合成であり，ϕ が凸関数であ
る場合には，それぞれ近接勾配法 [2]と近接可変平滑化法 [3]が提案されている．一方，ϕ と F の凸
性・微分可能性を仮定しない最適化問題 (1)の解法については，近年検討され始めている [4]が，既存
解法は各反復で子問題を厳密に解く必要があり，計算機実装の観点から現実的な解法とはいえない．
小文では，最適化問題 (1)に対して，F の平滑化関数 Fn pn P Nq が利用可能である仮定 1.1の下

で，「厳密解の逐次近似が必要な子問題」を持たない近接勾配型アルゴリズムを提案する．

仮定 1.1 (F の平滑化関数). 最適化問題 (1)を考える．総和不可能な 0への単調非増加列 pµnq8
n“1 Ă

R`` と関数列 Fn : X Ñ R pn P Nqは，以下の条件を満たす: (i) lim
nÑ8

Fnpsxq “ F psxq psx P dompϕqq;

(ii) 各 Fn は連続微分可能であり，勾配 ∇Fn : X Ñ X は dompϕq の凸包上で L∇Fn
-Lipschitz 連

続である; (iii) ある定数 ϖ1, ϖ2 P R`` が存在し，L∇Fn
は L∇Fn

:“ ϖ1 ` ϖ2µ
´1
n pn P Nq と

表せる; (iv) 任意の収束列 pxnq8
n“1 Ă dompϕq に対して，p∇Fnpxnqq8

n“1 は有界列であり，そ
の任意の集積点 v P X は v P BLF

´

lim
nÑ8

xn

¯

を満たす; (v) ある定数 M P R`` が存在して，
0 ď Fn`1psxq ´ Fnpsxq ď Mpµn ´ µn`1q pn P N, sx P dompϕqq が成立する (Fn の例は例 1.2参照)．

さらに，Gradient mapping型停留点評価基準 (ϕが凸関数の場合については [3, 式 (10)]参照)

pγ P p0, γϕqq MFn,ϕ
γ : X Ñ R : sx ÞÑ inf

"∥∥∥∥ sx´ p

γ

∥∥∥∥ | p P proxγϕpsx´ γ∇Fnpxnqq

*

(2)
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に基づく漸近的な評価 (定理 2.1参照) を行うことにより，提案法の生成列について，停留点 x‹ P

dompϕq

´

Def
ô BF pF ` ϕqpx‹q Q 0

¯

に関する収束解析を与えている (定理 2.2参照)．

例 1.2 (平滑化関数の構成法). 平滑化関数の構成法についてはいくつか報告されている．例えば，
Lipschitz連続な ηpą 0q-弱凸関数 g : Z Ñ R (Z は Euclid空間) と可微分写像 S : X Ñ Z からな
る合成 F :“ g ˝ S に対して，g のMoreau包絡関数 µgpszq :“ gpproxµgpszqq ´ 1

2µ

∥∥proxµgpszq ´ sz
∥∥2

によって定義される Fn :“ µng ˝ S と pµnq8
n“1 :“ pp2ηq´1n´1{αq pα ě 1q を考える．このとき，S

とその Gâteaux微分が dompϕq上で Lipschitz連続ならば，仮定 1.1を満たす [3]．また，g の近接
写像が容易に計算できる場合には，Fn の関数値と勾配値も容易に計算できる．

2 Gradient mapping型停留点評価基準に基づく提案法とその収束解析
MFn,ϕ

γn
(式 (2)参照)と最適化問題 (1)の停留点の間には，以下の関係が成立することを示す．

定理 2.1 (MFn,ϕ
γn

の漸近評価). 最適化問題 (1)に対して，仮定 1.1を満たすものとする．このとき，
pγnq8

n“1 Ă p0, γϕq と sx P dompϕq への収束列 pxnq8
n“1 Ă dompϕq に対して，lim inf

nÑ8
MFn,ϕ

γn
pxnq “ 0

が成立するならば，sx は最適化問題 (1)の停留点である (つまり BF pF ` ϕqpsxq Q 0 を満たす)．

定理 2.1より，仮定 1.1の下で，lim inf
nÑ8

MFn,ϕ
γn

pxnq “ 0を達成する点列 pxn, γnq Ă dompϕqˆp0, γϕq

を生成することが第一目標となる．この考察に基づき，以下の近接勾配型アルゴリズムを提案する．
提案法 (x1 P dompϕq, c P p0, 1{2q, ρ P p0, 1q, rγ P p0, γϕqは任意に与えられている)� �
各 n P N において，以下の条件を満たすm P N Y t0u 全体の集合Mn Ă N Y t0u を考える:

´

Dxxmy Pprox
rγρmϕpxn´rγρm∇Fnpxnqq

¯

pFn`ϕqpxxmyqďpFn`ϕqpxnq´crγρm
´

MFn,ϕ
rγρm pxnq

¯2

.

sm :“ minMn に対応する xxĎmy P dompϕq を用いて，xn`1 :“ xxĎmy，γn :“ rγρĎm とする．� �
仮定 1.1の下では，提案法内の各Mn は非空となり，pxn, γnq8

n“1 は well-defined に生成される．
提案法内の sm は直線探索法によって有限回の反復で探索できるため，提案法は，「厳密解の逐次近似
が必要な子問題」を持たない解法といえる．最後に，提案法の収束解析に関する定理を示す．

定理 2.2 (収束解析). 仮定 1.1の下で提案法によって生成される pxn, γnq Ă dompϕqˆp0, γϕq につい
て，lim inf

nÑ8
MFn,ϕ

γn
pxnq “ 0 が成立する．さらに， lim

jÑ8
M

Fnj
,ϕ

γnj
pxnj

q “ 0 を満たす部分列 pxnj
q8
j“1

の集積点 sx P X が sx P dompϕq を満たせば，定理 2.1により sx は最適化問題 (1)の停留点である．
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1 はじめに
　多目的最適化とは, 複数の目的関数を同時に最適化する問題のことである. ほとんどの場合で,

ある一つの点で全ての目的関数を最小化することは不可能である. そこで, 次に示す Pareto 解や弱
Pareto解, Pareto停留点という概念が重要になる [1].

　m個の目的関数 F1 から Fm(Fi : Rn → R)を並べたベクトル値関数 F : Rn → Rm,

F (x) = (F1(x), F2(x), · · · , Fm(x))⊤ を考える. ある x⋆ ∈ Rn に対して, F (x) ≦ F (x⋆) かつ
F (x) ̸= F (x⋆)を満たす x ∈ Rn が存在しないとき, x⋆ は F の Pareto解という. ある x⋆ ∈ Rn に
対して, F (x) < F (x⋆) を満たす x ∈ Rn が存在しないとき, x⋆ は F の弱 Pareto 解という. 任意
の d ∈ Rn に対して min

i∈[1:m]
F ′
i (x̄; d) > 0 が成り立つとき, x̄ は F の Pareto 停留点という (ただし

[1 : m] := {1, 2, · · · ,m}).
　 x⋆ が F の Pareto解ならば弱 Pareto解であり, x⋆ が F の弱 Pareto解ならば Pareto停留点であ
る. 加えて F1, · · · , Fm が全て凸関数のとき, x⋆ が F の Pareto停留点ならば弱 Pareto解である.

　本研究では,

F の各成分を Fi(x) = fi(x) + gi(x), このうち fi は連続微分可能で, gi は閉真凸関数 · · · (1)

とする. 提案手法とその解析では, 先行研究でも用いられた多目的最適化に対して知られている二つ
のメリット関数

wℓ(x) := max
y∈Rn

[
min

i∈[1:m]
{∇fi(x)⊤(x− y) + gi(x)− gi(y)} − ℓ

2
∥y − x∥2

]
, ℓ > 0

u0(x) := sup
y∈Rn

min
i∈[1:m]

(Fi(x)− Fi(y))

を用いる. 任意の x ∈ Rn に対して wℓ(x), u0(x) ≧ 0であり, wℓ(x̄) = 0と x̄が F の Pareto停留点
であること, u0(x⋆) = 0と x⋆ が F の弱 Pareto解であることがそれぞれ同値である. この事実より,

多目的関数の最小化のため, wℓ(x)や u0(x)の ϵ解を求めることになる.

　先行研究 [2]では全ての fi の勾配に Lipschitz連続性 ( ∀i ∈ [1 : m] ∃Li > 0 s.t.

∀x, y ∈ Rn ∥∇fi(x)−∇fi(y)∥ ≦ Li∥x− y∥)を仮定して手法の提案と解析が行われた. 一方我々は,

各 fi の勾配の Hölder連続性 · · · (2)

(∀i ∈ [1 : m] ∃Mi > 0, ∃νi ∈ (0, 1] s.t. ∀x, y ∈ Rn ∥∇fi(x)−∇fi(y)∥ ≦ Mi∥x−y∥νi) に一般化して
解析を行った. 勾配に Hölder連続性を仮定した多目的非凸関数への手法とその解析は [3]によって行
われているが, 我々は新たに fi と gi すべてが凸関数のときに対応した手法を提案し, 解析も行った.
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2 提案手法
本研究では, fi が凸関数とは限らないときと, すべての fi が凸関数のときにそれぞれアルゴリズム

を提案する. 　

条件 (P)を, 任意の i ∈ [1 : m]に対して Fi(x
k+1)− Fi(x

k) ≦ −wℓ(x
k) +

ϵ

2ℓ
,

条件 (Q)を, 任意の i ∈ [1 : m]に対して

Fi(x
k+1)− Fi(x

k) ≦ ∇fi(xk)⊤(xk+1 − xk) + gi(x
k+1)− gi(x

k) +
ℓ

2
∥dk∥2 +

ϵ

2

が成り立つこととする.

提案アルゴリズム. 初期点 x0 ∈ D :=
∩

i∈[1:m] dom(Fi) と ϵ > 0, ℓ−1 ≥ 2 をとり, 各 k = 0, 1, 2, . . .

に対して, 以下の反復によって {xk} を生成する.

dk ← argmin
d∈Rn

[
max

i∈[1:m]
{∇fi(xk)⊤d + gi(x

k + d)− gi(x
k)}+

ℓ

2
∥d∥2

]
, xk+1 ← xk + dk

ただし, ℓk は等比数列 {2iℓ0k}i≥0 (ℓ0k = max{1, ℓk−1/2})から選び, 条件 (P) [fi が凸のとき (Q)] が
成り立つものを採用する (バックトラッキング).

3 停止性の解析
定理 1 x0 ∈ D, ϵ > 0 とする. 仮定 (1)(2) を満たす F に対して条件 (P) を用いた提案手法

の反復回数 K が K ≧ max
i∈[1:m]

4

(
1− νi
1 + νi

) 1−νi
2νi

ϵ
− 1+νi

2νi M
1
νi
i · min

j∈[1:m]
(Fj(x

0) − F ⋆
j ) を満たすとき

min
k∈[1:K]

w1(xk) ≦ ϵ が成り立つ. さらに (1)(2)に加え, 全ての fi が凸関数であり ∀x ∈ ΩF (x0)

∃x∗ ∈ X∗ s.t. F (x∗) ≦ F (x) かつ R := sup
F∗∈F (X∗∪ΩF (F (x0)))

inf
x∈F−1({F∗})

∥x − x0∥2 < ∞ (ただし

X∗ は F の弱 Pareto 解集合, ΩF (x0) を F (x0) に対するレベル集合) と仮定する. 反復回数 K が,

K ≧ 2R max
i∈[1:m]

(
1− νi
1 + νi

) 1−νi
1+νi

M
2

1+νi
i ϵ

− 2
1+νi を満たすとき u0(xK) ≦ ϵ.

4 今後の展望
今回の解析は点列の反復回数のみに着目して行ったが, 手法内の子問題に dk を求める直線探索付

き凸最適化があり, 今後この計算回数もふまえた計算量をさらに解析する. またこの子問題を別の計
算量を減らせる手法に変更できるかを探っていきたい.
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Iterative Feedback Tuningにおけるバックトラッキングを用いた
勾配法
Gradient Method with Backtracking in Iterative Feedback Tuning
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1 問題設定
下記の 1入力 1出力系にフィードバック制御器 C(z,ρ)を適用した状況を考える:

y[k] = G(z)u[k], u[k] = C(z,ρ)(r[k]− y[k]),

上式中 y[k] がシステムの出力，u[k] が入力，r[k] が参照信号であり，制御器 C(z,ρ) は C(z,ρ) =

ρ⊤φ(z) なる線形な構造をもつとする．簡単のため，制御対象に加わる外乱は無視できるものと
した．閉ループ系応答は閉ループ伝達関数 T (z,ρ) = G(z)C(z,ρ)/

(
1 + G(z)C(z,ρ)

) を用いて
y[k] = T (z,ρ)r[k]と定まる．この応答と目標となる規範モデル Td(z)による応答の 2乗誤差を目的
関数とした最小化問題を考える:

minimize
ρ∈Rnρ

JN
y (ρ) :=

1

N

N−1∑
k=0

(y[k]− yd[k])2 =
1

N

N−1∑
k=0

((T (z,ρ)− Td(z))r[k])
2
. (1)

制御対象つまり伝達関数 G(z)の表式が既知であれば非線形最適化手法で求解が可能だが，データ駆
動制御の問題設定では，制御対象の情報は用いず，観測データ系列 {y[k]}のみを用いた形式の最適
化アルゴリズムが対象となる．加えて，データの観測には新たな制御器パラメータの実装および応答
の観測が必要となり工数の増加につながるため，多数の目的関数評価を伴うヒューリスティックやブ
ラックボックス最適化手法は非現実的となる．
上記の背景から，あるパラメータを実装した状況での 1回の実験および追加の 1回の実験の計 2回
で勾配を厳密に求める方法論が IFT[1]であり，勾配ベースの手法が適用可能となる．一方で，目的
関数 [2]が非凸となることから収束解析はいまだ挑戦的な課題である．先行研究 [2, 3]では制御分野
でよく用いられてきたアルゴリズムの収束先つまり最適解との距離を用いてリアプノフ関数と対応す
るステップサイズを導出しているが，ステップサイズは制御対象の情報を必要としており実行可能性
に難点がある．減衰するステップサイズ [4]，準ニュートン法つまり目的関数のヘッシアンの推定値
[5] と勾配法の組合せが先行研究で検討されており，数値計算によって優位性が検証されているが，
やはり収束の理論的保証は困難である．

2 主な結果
従来の勾配法と同じく，バックトラッキングによるステップサイズの調整を行うことで，いわゆる

gradient descent条件
Jy(ρ(i+1))− Jy(ρ(i)) ≤ − 1

2L
∥∇Jy(ρ(i))∥22
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が満たされることとなり，停留点への収束がいえることを指摘した．目的関数のリプシッツ平滑性は
目的関数の直接的な微分計算から従う．バックトラッキングは目的関数値の観測つまり制御パラメー
タを実装した上での実験のみで実行できることから，完全なモデルフリーの形で収束性をいうことが
できる．
加えて，完全なモデルマッチングを達成する制御器は閉ループ伝達関数の表式から逆算することで

Cd(z) = Td(z)/(G(z)(1− Td(z)))となるが，この理想的な制御器 Cd(z)が C(z,ρ) = ρ⊤φ(z)の構
造で表されることは現実的に考えにくい．Cd(z) = ρ⊤d φ(z) + θ⊤d ψ(z)と表現できる場合を考える，
つまり制御器

C̃(z,ρ,θ) = C(z,ρ) + D(z,θ) = ρ⊤φ(z) + θ⊤ψ(z)

のクラスに拡張し検討を行った．このテクニックは別のデータ駆動制御アルゴリズムで検討された例
[6]があるが，IFTに関しては著者の知る限り見当たらない．具体的な収束レートの導出を目的とし
て，Polyak– Lojasiewicz (P L) 不等式と呼ばれる，収束解析で重要な役割を果たす不等式が近似的に
成りたつ．特にマッチングが達成される場合には厳密に P L不等式が成りたち，勾配法による 1次収
束が従う．

3 まとめ
完全なモデルフリーでの制御器パラメータ調整を意図し，バックトラッキングを用いた勾配法の適
用を本研究では検証した．ステップサイズ探索における目的関数値の評価を抑えるための，データ駆
動予測や FRIT，VRFTをはじめとする別のデータ駆動制御関連手法の援用の検討が将来的な課題
である．

謝辞 本研究は JSPS科研費 JP22K14279の助成を受けたものです．

参考文献
[1] H. Hjalmarsson, M. Gevers, S. Gunnarsson, and O. Lequin, “Iterative feedback tuning:

theory and applications,” IEEE Control Systems Magazine, vol. 18, no. 4, pp. 26–41,

1998.
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1 はじめに
本研究では, 次のようなリーマン多様体上の不等式制約付き最適化問題を考える.

minimize
x ∈M

f(x)

subject to gi(x) ≥ 0, i ∈ I := {1, . . . ,m}.
(1)

ここでMは d次元の連結な完備リーマン多様体であり, f : M→ R, gi : M→ R (i ∈ I)はM上
の２回連続的微分可能な実数値関数である. リーマン多様体上の無制約最適化が集中的に研究されて
きた中, この数年で制約付きの問題が注目を集めてきており, ユークリッド空間上の制約付き最適化
のための代表的手法である拡張ラグランジュ法, 逐次２次最適化法, 主双対内点法がそれぞれリーマ
ン多様体へと拡張されている. 本研究の主貢献は, 信頼領域法を組込むことで問題 (1)の 2次の最適
性条件を満たす点へ大域的収束をする主双対内点法を開発したことであり, 加えて同手法が局所最適
解への局所的概２次収束性をもつことを示したことにある. 以下では, 提案手法の概要のみを示すが,

詳細は大域的収束性については [2]を, 概２次収束性については [1]を参照されたい.

2 提案手法の概略
提案手法は, 問題 (1) の局所最適解が満たすべき, 以下のような 2 次の最適性条件を満たす点

ω∗ := (x∗, (y∗i )i∈I) ∈M× Rm を見つけることを目的とする.

gradxL(ω∗) = 0x∗ , y∗i ≥ 0, gi(x
∗) ≥ 0, y∗i gi(x

∗) = 0 (i ∈ I), (2)

⟨HessxL(ω∗)[ξx∗ ], ξx∗⟩x∗ ≥ 0 (ξx∗ ∈ C(ω∗)).

ただし, L(ω) := f(x) −
∑

i∈I yigi(x) はラグランジュ関数であり, gradx, Hessx は x ∈ M におけ
るリーマン多様体の意味での勾配とヘッシアンを表し, C(ω∗) ⊆ M × Rm

+ は ω∗ における臨界錐
(critical cone)である. 条件 (2)の第 1行はカルーシュ・キューン・タッカー（KKT）条件に他なら
ず, 既存手法たちはこの KKT条件のみを満たす点への収束保証がある.

2.1 外部反復
提案手法は外部反復と内部反復より構成される. まず外部反復では, バリアパラメータと

呼ばれる limk→∞ µk = 0 であるような点列 {µk} ⊆ R++ と原点で０をとるような連続関数
εL, εC , εS : R+ → R+ を導入して, 各反復で条件 (2) に対する近似条件である (3)-(4) を満足する
ωk+1 := (xk+1, yk+1) ∈ M× Rm

+ を求める. k → ∞とすれば, これらの条件式は極限において (2)

日本応用数理学会 2025年度 年会 講演予稿集 (2025-09-02/04) Copyright (C) 2025 一般社団法人日本応用数理学会

3G-3-4　[研究部会主催OS] 連続最適化(1)



と同値である. ∥∥gradxL(ωk+1)
∥∥
xk+1

≤ εL(µk), ∥Yk+1g(xk+1)− µk1∥ ≤ εC(µk), (3)

λmin
[
Hk+1

]
≥ −εS(µk), g(xk+1) > 0, yk+1 > 0. (4)

ただし, ここで λmin は最小固有値を, Yk+1 := diag
(
yk+1

)
, Hk+1 := H(ωk+1), H(ω) :=

HessxL(ω)+GxYG(x)
−1G∗x であり, G(x) := diag(g(x)) ∈ Rm×m, Y := diag(y) ∈ Rm×m,Gx [v] :=∑

i∈I vigradgi(x) ∈ TxMである. 適当な条件の下で {ωk}の集積点は条件 (2)を満足することを証
明した [2, Theorem 4.2].

2.2 内部反復
内部反復では, 外部反復における ωk+1 を内点法と信頼領域法により求める. 現在点 ω = (x, y)に
おける探索方向 (dx, dy) ∈ TxM× Rm を次のように生成する. まずは, Y := diag(y)として (3)に

おいて二つの右辺項を 0 とおいた式と等価な方程式である Ψ(ω;µ) :=

[
gradxL(ω)

Yg(x)− µ1

]
= 0 を考え,

これに対するニュートン方程式は次のように表現できる.

H(ω)[dx ] = −cµ(x) := −gradf(x) + µGx
[
G(x)

−1
1
]
, (5)

dy = −y + µG(x)
−1

1 − YG(x)
−1G∗x [dx ]. (6)

式 (5)が mω,µ(d) := 1
2 ⟨H(ω)[d], d⟩x + ⟨cµ(x), d⟩x の最小化問題の停留条件であることに注意する

と, これに ∆ > 0を信頼半径として, 信頼領域制約をつけた次の問題を考えることができる.

minimize
dx∈TxM

mω,µx
(dx) subject to ∥dx∥x ≤ ∆. (7)

mω,µx
(dx) が (1)に対する対数障壁関数 Pµ(x) := f(x)− µ

∑
i∈I log gi(x) の 2次近似関数であり,

この Pµ(x)の局所最適解は条件 (3)と (4)を厳密に満たすことから, 信頼領域法のアイディアに基づ
き, 信頼半径 ∆を適宜調節しながら (7)の大域的最小解を求め, Pµ(x)の値をうまく減少させるよう
な dx を求める. y 空間における探索方向 dy については (6)と dx から求める. 探索方向 (dx, dy)を
決定後, M× Rm のレトラクションを用いて, 内点制約 g(x) > 0, y > 0を違反しない範囲内で次の
点を決定する. いくつかの条件の下で本手法が実際に (3),(4)を満たす点を有限回の反復で求めるこ
とができることを証明した [2, Theorem 4.18].
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