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1 概要
マルチリーダー・フォロワーゲーム（MLFG）は複数の先手と後手から成る階層型の非協力ゲーム

である．MLFGはMPEC（均衡制約をもつ数理計画問題）に基づくアルゴリズムが広くに研究され
てきた．これに対してMLFGの特殊な場合である 2レベル最適化ではMPECではなく，最適値関
数を用いたアルゴリズムが近年活発に研究されている．最適値関数を用いることでフォロワーの最適
化問題について，必要な微分情報の次数が従来手法と比べて下がることから，効率的な最適化手法の
構築につながる．
本研究では，MLFGに対して正則化を施した最適値関数とペナルティ法を用いてリーダー間（単
一階層）の非協力ゲームに近似する手法を提案し，原問題との関係を解析する．また，2レベル最適
化のクラスでも考慮されていないフォロワーの最適化問題が（強）凸でない場合の統一的な枠組みで
の取り扱いを提案している．

2 マルチリーダー・フォロワーゲームの再定式化
本稿では簡単のため，2リーダー・1フォロワーゲームを考える．リーダー ν ∈ {1, 2}は xν ∈ IRnν

を戦略，Xν ⊂ IRnν を戦略空間，θν : IRn+m → IR（n := n1 + n2）をコスト関数とし，以下の最適
化問題を解くものとする：

min
xν∈IRnν

θν(xν , x−ν , y) s.t. xν ∈ Xν (1)

ここで x−ν は相手リーダーの戦略を表す．フォロワーは x := (x1, x2) ∈ X1 × X2 を所与とし，
y ∈ IRm を戦略，Y ⊂ IRm を戦略空間，γ : IRn+m → IRをコスト関数とし，以下の問題を解く：

min
y∈IRm

γ(x, y) s.t. y ∈ Y (2)

ここでフォロワーの問題 (2) における最適解集合を S(x) とすると，S(x) = {y ∈ Y | h(x, y) :=

γ(x, y)− ϕ(x) ≤ 0} と表せる．ただし，ϕ(x) := minz∈Y γ(x, z)とする．
2レベル最適化（1リーダー・1フォロワーゲーム）の先行研究 [1]では，勾配法を適用できるよう
に，γ(x, ·) に強凸性を仮定することで，h(x, y) を微分可能にしているが，現実の問題は必ずしもこ
の仮定が成り立つとは限らない．そこで本研究ではこの仮定を緩めながらも各リーダーの最適化問題
が微分可能となるような最適値関数を用いた再定式化アプローチを提案する．

仮定 1 1) Xν（ν = 1, 2）は非空コンパクト
2) Y は非空コンパクト
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3) θν（ν = 1, 2）は Lν-平滑かつ劣解析的（subanalytic, [2]を参照）
4) γ は ℓ-平滑かつ劣解析的

ここで，最適値関数 ϕ(x)に以下のような正則化を施す．

ϕµ(x, y) := min
z∈Y

γ(x, z) +
1

2µ
∥y − z∥2, hµ(x, y) := γ(x, y)− ϕµ(x, y) (µ > 0)

定理 2 仮定 1が成り立つとする．このとき，以下のことが成り立つ：

1) 任意の x ∈ X，y ∈ Y に対して，hµ(x, y) ≥ 0．さらに，y∗ ∈ S(x) ⇐⇒ hµ(x, y∗) = 0なる
y∗ ∈ Y が存在する

2) µ < ℓ−1 のとき，hµ は微分可能

定理 2より S(x) = {y ∈ Y | hµ(x, y) ≤ 0} としても良いことがわかる．
条件 y ∈ S(x) を各リーダーの問題 (1) の制約条件に取り込むことで，以下の最適化問題となり，

MLFGは微分可能なリーダー間の非協力ゲーム（一般化ナッシュ均衡問題）に再定式化できる．

min
xν ,yν

θν(xν , x−ν , yν) s.t. wν := (xν , yν) ∈W ν := Xν × Y, hµ(xν , x−ν , yν) ≤ 0 (3)

ここで，フォロワーの戦略ベクトル yν はリーダーによって一般に異なるので，ν によって区別をし
ていることに注意する．また，以後 wν := (xν , yν) とし，θν(xν , x−ν , yν) ≡ θν(wν , x−ν) などと表
記する．この単一階層の非協力ゲームのナッシュ均衡（LFナッシュ均衡と呼ぶ）を求めることで原
問題の均衡解が得られる．しかし，制約式 hµ(x, y) ≤ 0は標準的な制約想定が成り立たないゆえに，
この非協力ゲームを標準的なアルゴリズムで解くことは難しい．そこで，任意の (x, y) ∈ X × Y に
対して，hµ(x, y) ≥ 0という性質を利用して，この制約条件をペナルティ化した以下の最適化問題を
提案する：

(Pν
ρ(x−ν)) min

wν
θν(wν , x−ν) + ρhµ(wν , x−ν) s.t. wν ∈W ν

本研究の主要な成果として，リーダー間の非協力ゲームの近似均衡解の列について，近似精度を高め
ながらペナルティパラメータを大きくすると，LFナッシュ均衡に収束することを証明した．

定理 3 仮定 1 が成り立つとする．また，すべての ν について，点 wk,ν := (xk,ν , yk,ν) が問題
(Pν

ρk
(xk,−ν))に対する εk-近似最適解とする．このとき，εk → 0かつ ρk → +∞（k →∞）とする

と，(wk,1, wk,2)は LFナッシュ均衡に収束する．

参考文献
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1 講演の概要
本講演では，以下の非凸非平滑最適化問題の数値解法について議論する：

minimize
x∈E

F (x) := f(x) + g(x). (1)

ただし，E は有限次元内積空間，f : E → (−∞,∞] は dom f の内部で連続的微分可能，g : E →
(−∞,∞]は下半連続であるとする．典型的には，微分不可能な g を想定している．このような最適
化問題は，統計的推測，機械学習や信号処理などにおいて頻繁に用いられている．(1)のような微分
不可能な項をもつ最適化問題に対するアルゴリズムの中で，最も頻繁に用いられるものは近接勾配法
である．近接勾配法は Lk > 0をステップサイズ（の逆数）として，

xk+1 ∈ argmin
x∈E

{
⟨∇f(xk), x⟩︸ ︷︷ ︸
f の 1次近似

+
Lk

2
∥x− xk∥2︸ ︷︷ ︸
近接項

+g(x)
}

のように点列を更新するアルゴリズムである．近接勾配法を用いる際には，この子問題が効率的に解
けることを暗に仮定している．また，典型的には∇f のリプシッツ連続性を仮定して収束性の解析が
行われる．基本的には，その必要条件である，以下の上界補題が用いられる：

f(x) ≤ f(y) + ⟨∇f(y), x− y⟩+
L

2
∥x− y∥2 (∀x, y).

∇f がリプシッツ連続でないとき，もしくは近接勾配法の子問題が効率的に解けないとき，Bregman

近接勾配法 [1]がしばしば用いられる．Bregman近接勾配法は以下の更新を繰り返す：

xk+1 ∈ argmin
x

{
⟨∇f(xk), x⟩+ LkDh(x, xk) + g(x)

}
.

ただし，Dh(x, y) := h(x) − h(y) − ⟨∇h(y), x − y⟩ は狭義凸関数 h によって定義される Bregman

divergence である．h(x) = 1
2∥x∥

2 を用いるとき，Bregman近接勾配法は通常の近接勾配法に一致
する．Bregman近接勾配法に対しては，上界補題の一般化である，以下の相対的平滑性 [2, 1]を用
いて収束解析が行われる：

f(x) ≤ f(y) + ⟨∇f(y), x− y⟩+ LDh(x, y) (∀x, y).

もちろん，Bregman近接勾配法も子問題が効率的に解けなければならない．すなわち，典型的な収
束解析法に頼る限り，近接勾配型アルゴリズムを効率的に実行するためには，与えられた最適化問題
(1)に対して以下の条件が満たされるように近接項を選択する必要がある．
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(i) 相対的平滑性が成り立つ．
(ii) 子問題が効率的に解ける．

言い換えると，f と g それぞれと相性がよい近接項を選ばなければならないということである．しか
しながら，それを満たすように近接項を選ぶことは必ずしも容易ではない．
本研究では，より一般の近接項を用いた近接勾配型アルゴリズムの収束性を，相対的平滑性のよ

うな大域的な仮定を置かずに与える．これは [3] における，通常の近接勾配法に対する勾配のリプ
シッツ性を仮定しない収束解析の一般化といえる．我々の解析の結果，f との相性を気にすることな
く g との相性のみを考慮して近接項を選ぶことが可能になり，近接勾配型アルゴリズムを効率的に
適用できる問題の範囲が広がる．実際，ロバスト回帰に現れるある最適化問題に対して，Bregman

divergence でも ϕ-divergence でもない近接項を用いた効率的な近接勾配型アルゴリズムが適用で
きるようになる．本研究の副産物として，制約の内部に自動的に留まる勾配法である，内点勾配法
[4, 5, 6]の新たな収束性も与えられ，その適用範囲が大幅に拡大される．
本講演は，[7]に基づいている．
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Banach空間上の最適化問題に対する安定化逐次二次計画法の
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1 概要
本講演では，以下の Banach空間上の最適化問題を考える．

minimize
x∈X

f(x)

subect to G(x) ∈ K
(1)

ただし，X は Banach 空間，Y は Hilbert 空間，K は Y の非空な閉凸集合，f : X → R および
G : X → Y は二階連続的微分可能な関数とする．

問題 (1)は，さまざまなクラスの最適化問題を含むが，特に最適制御や形状最適化などの Banach

空間上の最適化問題を記述する際に適した形式である．問題 (1) のような広い範囲に適用可能な問

題に対する最適化手法を提案し，その収束性を議論している論文については，例えば，Börgens [1]，

Kanzow [2], Yamakawa [3]などが挙げられるが，その数はそれほど多くはない．さらに言えば，逐

次二次計画法に基づく手法（SQP型手法）は，多くのソルバに採用されている主流な最適化手法で

あるが，問題 (1)のような Banach空間上の最適化に関する研究に限ると，その数は限定的である．

ここでは，特に安定化 SQP法と呼ばれる SQP型手法に対する局所的二次収束性について議論する．

以下では，本稿で用いる基本的な記号を定義する．まず，∥ · ∥X は X 上のノルム，⟨·, ·⟩X∗,X は

X とその双対空間 X∗ の双対積，(·, ·)Y は Y 上の内積を表す．集合 V := X × Y のノルムは，

∥v∥V := ∥x∥X + ∥y∥Y (v = (x, y))で定義する．集合 TK(y)および NK(y)は，それぞれ y ∈ Y に

おけるK の接錐および法線錐を表す．集合 S ⊂ Y の開核は，int(S)と表す．写像 PK : Y → Y は，

K 上への凸射影を表す．集合 BV (v, r)は，v ∈ V を中心とした半径 r の閉球を表す．

2 最適性の必要条件および十分条件
以下では，x̄ ∈ X は問題 (1)の局所的最適解であるとし，関数 L : V → R, σ : V → Rをそれぞれ

L(v) := f(x) + (λ,G(x))Y , σ(v) := ∥Lx(v)∥X∗ + ∥G(x) − PK(G(x) + λ)∥Y (v = (x, λ) ∈ V )と

定義する．このとき，問題 (1)の最適性条件である Karush-Kuhn-Tucker（KKT）条件を定義する．

定義 1 v = (x, λ) ∈ V が Lx(v) = 0および λ ∈ NK(G(x))を満たすとき，v は KKT条件を満た

すという．ただし，Lx は Lの xに関する偏導関数である．

以下では，KKT条件を満たす点のことを KKT点と呼ぶ．続いて，収束解析において重要な役割を

果たす Strict Robinson制約想定（SRCQ）および最適性の二次の十分条件（SOSC）を定義する．

定義 2 x ∈ X が 0 ∈ int (G(x) + G′(x)X −K0) を満たすとき，SRCQ が成り立つという．ただ

し，G′ は Gの xにおける導関数であり，K0 := {y ∈ K; (λ, y −G(x))Y = 0}である．
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定義 3 v = (x, λ) ∈ V を KKT点とする．このとき，ある c > 0および η > 0が存在して，任意の

d ∈ Cη(x)に対し，⟨Lxx(v)d, d⟩X∗,X ≥ c∥d∥2X が成り立つとき，v は SOSCを満たすという．ただ

し，Cη(x) := {d ∈ X; ⟨f ′(x), d⟩X∗,X ≤ η∥d∥X , G′(x)d ∈ TK(G(x))}である．

ここで，Λ(x̄) := {λ ∈ Y ; (x̄, λ)は KKT点である }と定義する．このとき，x̄で SRCQが成り立て

ば，Λ(x̄)が単集合，つまり Λ(x̄) = {λ̄}となる．以下では，v̄ := (x̄, λ̄)とする．また，v̄ で SOSC

が成り立てば，x̄は狭義局所的最適解となる．SRCQと SOSCは，σ(v)が v̄ とその近傍の v との距

離に対する局所エラーバウンドを与えるための十分条件でもあり，収束解析で重要な役割を果たす．

3 安定化 SQP法とその局所収束性
ここでは，まず安定化 SQP法の概要を与える． 以下では，k回目の反復点を (xk, µk)とする．安

定化 SQP法では，毎回の反復において以下の部分問題を近似的に解くことで点列を更新する．

minimize
(d,µ)∈V

⟨f ′(xk), d⟩X∗,X +
1

2
⟨Lxx(v̄)d, d⟩X∗,X +

σ(vk)

2
∥µ∥2Y

subect to G(xk) + G′(x̄)d− σ(vk)(µ− λk) ∈ K

(2)

問題 (2)は，一般には解を持つとは限らないが，v̄ において SRCQと SOSCが仮定されていれば，

以下で述べるように近似的な局所的最適解の存在を保証することができる．

定理 4 v̄ において SRCQと SOSCが成り立ち，f と Gは v̄ の近傍で局所 Lipschitz連続であると

する．このとき，ある m > 0と r > 0が存在し，任意の vk = (xk, λk) ∈ BV (v̄, r)に対し，部分問

題 (2)は近似的局所最適解 wk = (dk, µk)を持ち，∥dk∥X + ∥µk − λk∥Y ≤ mσ(vk)を満たす．

特に，定理 5の後半の不等式は，収束解析で重要な役割を果たすことに注意されたい．部分問題 (2)

の近似解 wk = (dk, µk)が得られれば，xk+1 = xk + dk，λk+1 = µk により点列を更新する．以上

をまとめると，提案する安定化 SQP法および本研究の主要結果は以下のようになる．

安定化 SQP法

Step 0: 初期点 v0 = (x0, λ0)を選び，k := 0とする．

Step 1: 問題 (2)の近似解 wk = (dk, µk)を求める．

Step 2: xk+1 = xk + dk，λk+1 = µk により点列を更新し，k ← k + 1として Step 1へ戻る．

定理 5 v̄ において SRCQと SOSCが成り立ち，f と Gは v̄ の近傍で局所 Lipschitz連続であると

する．このとき，初期点 v0 を v̄ の十分近くに選べば，{vk}は v̄ へ二次収束する．
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1 はじめに
本稿では以下のような形で表される二次錐相補性問題 (Second-Order Cone Complementarity

Problem: SOCCP)について考える: Find (u,v) ∈ Rn × Rn such that

u ∈ K, v ∈ K, u⊤v = 0, v = f(u) (1.1)

ここで f : Rn → Rn は所与の連続微分可能な関数であり，Kは ni 次元の二次錐 Kni = {(z1, z2) ∈
R× Rni−1 : ∥z2∥ ≤ z1} を用いて K = Kn1 ×Kn2 × · · · × Knq と表される閉凸錐である．ここで，∑q

i=1 ni = nおよび ∥ · ∥はユークリッドノルムであり，ni = 1のときは K1 = {z ∈ R : z ≥ 0}で
ある．Keら [2]および Liら [1]は線形な二次錐相補性問題をジョルダン代数に基づく絶対値関数を
用いて不動点問題に再定式化し，それに対して行列分割法を適用するアプローチを提案した．しか
し，彼らは f(u) = Au + bすなわち f がアフィン関数である場合のみを対象としていた．そこで，
本研究では既存の行列分割法を非線形な SOCCP に拡張するとともに，適当な条件の下で解に収束
することを示す．

2 絶対値関数を用いた二次錐相補性条件の等価表現
K = Kn1 × Kn2 × · · · × Knp のとき，任意のベクトル x = (x1, . . . ,xq) ∈ Rn1 × · · · × Rnq に対

して，ジョルダン代数に基づく絶対値関数を abs(x) :=
(
|x1|, . . . , |xq|

)
∈ Rn1 × · · · × Rnq で定義

する．ここで，z = (z1, z2) ∈ R× Rnj−1 に対して |z| = |λ1|w1 + |λ2|w2 および

λi = z1 + (−1)i∥z2∥ (2.1)

wi =

{
1
2 (1, (−1)i z2

∥z2∥ ) z2 ̸= 0
1
2 (1, (−1)iw̃) z2 = 0

(2.2)

である．ただし，w̃ は ∥w̃∥ = 1 であるような n − 1 次元の任意のベクトルである．さらに，
正数 γi, σi > 0 および単位行列 Ini ∈ Rni×ni を用いて Λ1 = Diag (γ1In1 , . . . , γqInq ),Λ2 =

Diag (σ1In1 , . . . , σqInq ) とする．さらに，ベクトル u, v を

u = Λ1(abs(x) + x), v = Λ2(abs(x)− x) (2.3)

で定義すると，これらは二次錐相補性条件 u ∈ K, v ∈ K, u⊤v = 0 を満たす．

3 行列分割を用いた不動点アルゴリズム
Keら [2]および Liら [1]は f がアフィン関数であるときの SOCCP(1.1)に対して式 (2.3) を適用

することにより不動点問題に定式化し，それを不動点アルゴリズムで解くアプローチを提案した．本
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研究では，その定式化の方法を基に関数 f が非線形であるような SOCCP(1.1) に対しての同手法の
拡張を提案する．
行列M ∈ Rn×n を適当に選び

f(u) = Mu− p(u) (3.1)

と分割する．（すなわち，p(u) := Mu − f(u)とする．）これと，式 (2.3)を v = f(u)に代入する
と，Λ2(abs(x)− x) = MΛ1(abs(x) + x)− p(u) となるが，この両辺を整理すると，

x = (MΛ1 + Λ2)−1
(

(Λ2 −MΛ1) abs(x) + p(u)
)

(3.2)

となり，u = Λ1(abs(x) + x)と合わせて不動点問題を得る．この不動点問題 (3.2) に対して，

u(k) := Λ1(abs(x(k)) + x(k)) (3.3)

x(k+1) := (MΛ1 + Λ2)−1
(

(Λ2 −MΛ1) abs(x(k)) + p(u(k))
)

(3.4)

を反復式として SOCCP の解を求めるのが本研究での提案アルゴリズムである．なお，線形な
SOCCPの場合と同様，行列M を上手く選ぶことが収束性およびアルゴリズムの性能向上のために
重要である．
最後に収束解析の結果を述べる．与えられた集合 Ω ⊆ Rn に対して

σ = ∥(MΛ1 + Λ2)−1(Λ2 −MΛ1)∥ (3.5)

η ≥ ∥(MΛ1 + Λ2)−1∇p
(
Λ1(abs(x) + x)

)⊤
Λ1∥ (∀x ∈ Ω) (3.6)

を満たすようなパラメータ σ, ηを定める．また，不動点アルゴリズムの初期点 x(0) とNSOCCP(1.1)

の解（の１つ）x∗ に対して，閉球 B(x∗, ∥x(0)−x∗∥) を考える．このとき，以下の定理が成り立つ．

定理 3.1 ある集合 Ω ⊇ B(x∗, ∥x(0) − x∗∥) が存在して，Ω上で χ(Λ1,Λ2) := σ + 2η < 1 が成り
立つとする．このとき，不動点アルゴリズムで生成される点列 {x(k)}は NSOCCP(1.1)の解 x∗ に
収束する．

4 まとめ
本研究では，非線形な SOCCP に対して行列分割と不動点アルゴリズムを組み合わせたアプロー

チを提案し，適当な仮定の下で生成点列が SOCCPの解に収束することを示した．また，本稿では紙
面の制約上割愛したが，Anderson加速を組み合わせたアプローチとその収束性を示し，あるクラス
の問題に対しては提案アルゴリズムの方が優位性をもつことを数値実験により確認した．

参考文献
[1] Z. Li, H. Zhang, Y. Jin, and L. Ou-Yang, Anderson accelerating the preconditioned

modulus approach for linear complementarity problems on second-order cones, Numerical

Algorithms, vol. 91, no. 2, pp. 803–839, 2022.

[2] Y. F. Ke, C. F. Ma, and H. Zhang, The modulus-based matrix splitting iteration methods

for second-order cone linear complementarity problems, Numerical Algorithms, vol. 79,

no. 4, pp. 1283–1303, 2018.

日本応用数理学会 2025年度 年会 講演予稿集 (2025-09-02/04) Copyright (C) 2025 一般社団法人日本応用数理学会


	3G-4-1
	3G-4-2
	3G-4-3
	3G-4-4



